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Résumé

Ce travail étudie les classes de permutations, avec les deux points de vue combinatoire et algo-
rithmique. Il y est fréquemment fait usage de la décomposition par substitution des permutations,
a travers leurs arbres de décomposition. Ces arbres sont le pendant combinatoire des arbres des
intervalles communs des permutations utilisés en algorithmique.

D’abord, on s’intéresse a la recherche de motifs dans les permutations : occurrence d’un mo-
tif dans une permutation, et recherche de plus grand motif commun & deux (ou & un ensemble
de) permutations. Ces problemes sont N P-difficiles, et en introduisant des restrictions a la classe
des permutations séparables, on y apporte dans ce cadre restreint des solutions polynomiales,
lorsqu’elles existent.

Ensuite, on analyse combinatoirement certains modeles pour 1’évolution des génomes. Dans le
modele de duplication en tandem avec perte aléatoire, on caractérise comme classe de permutations
a motifs exclus les permutations obtenues apres p étapes d’évolution. L’autre modele étudié est
celui du tri parfait par renversements, ou on donne une analyse de complexité fine d’un algorithme
préexistant pour le calcul de scénario d’évolution optimal.

Enfin, on étudie la classe des permutations en épingles, qui joue un réle clé dans un processus
permettant d’obtenir de maniere systématique les séries génératrices de certaines classes de permu-
tations. On donne une caractérisation des arbres de décomposition des permutations en épingles,
la série génératrice rationnelle de cette classe, et un algorithme polynomial pour tester si une classe
de permutations contient un nombre fini de permutations en épingles propres.

Abstract

This work is dedicated to the study of permutation classes, with both an algorithmic and a
combinatorial point of view. It uses in most of its developments the substitution decomposition of
permutations, represented by their decomposition trees. These trees are the combinatorial counter-
part of the common interval trees of permutations used in algorithmics.

We first deal with pattern matching problems in permutations : finding an occurrence of a
pattern in a permutation, and finding a longest common pattern between two (or among a set
of) permutations. These problems are N P-hard, and by imposing some restrictions to the class of
separable permutations, we describe in this restricted framework polynomial solutions, when they
exist,.

Then, we offer a combinatorial analysis of some models of genome evolution. In the tandem
duplication-random loss model, we characterize as a pattern-avoiding permutation class the per-
mutations obtained after p steps of evolution. We also study the model of perfect sorting by rever-
sals : in this case we give a precise complexity analysis of a previously known algorithm computing
optimal evolution scenarios.

Finally, we study the class of pin-permutations, which plays a key role in a procedure allowing
the automatic computation of the generating functions of some permutation classes. We give a
characterization of the decomposition trees of pin-permutations, the rational generating function of
the class, and a polynomial algorithm to test whether a permutation class contains a finite number
of proper pin-permutations.
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Riassunto

Breve riassunto

Questo lavoro studia le classi di permutazioni, dal punto di vista combinatorico ed algoritmico.
Sara spesso usata la decomposizione per sostituzione delle permutazioni, utilizzando gli alberi di
decomposizione. Questi alberi sono ’equivalente combinatorico degli alberi degli intervalli comuni
delle permutazioni usati in algoritmica.

Per cominciare ci si interessa alla ricerca di motivi nelle permutazioni : ’occorrenza d’un motivo
in una permutazione e la ricerca d’un piu lungo motivo comune tra due (o tra un insieme di)
permutazioni. Questi problemi sono NV P-difficili, ma concentrandoci sulla classe delle permutazioni
separabili, si danno delle soluzioni polinomiali, quando esistono.

In seguito, si propone un’analisi combinatorica di alcuni modelli per I’evoluzione dei genomi.
Nel modello di duplicazione tandem con perdita aleatoria, si caratterizzano come classi di permu-
tazioni a motivo escluso le permutazioni ottenute dopo p tappe. L’altro modello studiato ¢ quello
dell’ordinamento perfetto per ribaltamenti, per il quale si analizza con esattezza la complessita di
un algoritmo preesistente per il calcolo di scenari ottimali.

Infine, si studia la classe delle permutazioni a spilli, che svolge un ruolo centrale nel calcolo
sistematico delle funzioni generatrici di alcune classi di permutazioni. Si forniscono una caratteriz-
zazione degli alberi di decomposizione delle permutazioni a spilli, la funzione generatrice razionale
di questa classe, e un algoritmo polinomiale per testare se una classe di permutazioni contiene un
numero finito di permutazioni a spilli proprie.

Risultati in dettaglio

Gli oggetti studiati in questa tesi sono le permutazioni, considerate principalmente dal punto
di vista dei motivi. In questo contesto si parla di permutazioni d’interi da 1 a n, essendo n
la lunghezza della permutazione. Un motivo in una permutazione ¢ € in un certo senso una
“sotto-permutazione” : & una sotto-sequenza rinormalizzata della permutazione o. Per esempio,
0 =62473185 ¢ una permutazione di lunghezza 8, di cui un motivo & la permutazione 7 = 3214,
ottenuta rinormalizzando la sotto-sequenza 6418 di o.

Il concetto di motivo nelle permutazioni generalizza ovviamente quello di motivo in un testo,
aggiungendogli un’ulteriore dimensione. Questo giustifica il fatto di considerare alcuni problemi
algoritmici : in particolare, i problemi di occorrenza di un motivo in una permutazione e di ricerca
di motivi comuni a piu permutazioni. Al di la dell’interesse di questi problemi, la loro risoluzione
ha anche delle conseguenze importanti in combinatoria, com’e spiegato in [BRV08] e nel capitolo 9.

Dal punto di vista combinatorico, il concetto di motivo e usato principalmente per definire le
classi di permutazioni : sono degli insiemi chiusi verso il basso rispetto alla relazione di motivo (che
¢ un ordine parziale). Vale a dire che se una permutazione o appartiene ad una classe C, allora
tutti i motivi estratti da o appartengono anche loro a C. Ogni classe di permutazioni puo essere
caratterizzata da un insieme di motivi esclusi, chiamato la base di C. Una conoscenza precisa delle
proprieta combinatoriche di classi di permutazioni permette di definire particolari sotto-problemi
che possono essere risolti da algoritmi piu veloci rispetto al problema generale. Questo punto viene
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affrontato nei lavori sulla ricerca di motivi nelle permutazioni. Le proprieta combinatoriche di una
classe possono anche permettere di analizzare in modo piu preciso la complessita di alcuni algoritmi
sulle permutazioni (vedere [BBCPO07] e il capitolo 7).

La maggior parte dei lavori presentati nella tesi usa la decomposizione per sostituzione [MR84]
delle permutazioni, rappresentata dai loro alberi di decomposizione. Questa struttura ¢ stata definita
indipendentemente in algoritmica, dove e chiamata albero degli intervalli comuni delle permutazioni
[BXHPO5, per esempio], e pilt recentemente in combinatoria [AA05, sulla decomposizione per sos-
tituzione delle permutazioni].

Il problema algoritmico del calcolo dell’albero di decomposizione ¢ legato a quello del calcolo del-
I’albero di decomposizione modulare dei grafi. E stato motivato dal problema del calcolo di scenari
evolutivi, ed e stato risolto con successo [BXHP05, BCMR05, BCMROS|. Fra le sue applicazioni,
quest’albero ¢ stato usato in particolare per lo sviluppo di un algoritmo per il calcolo di scenari
evolutivi nel modello dell’ordinamento perfetto per ribaltamenti in [BBCP07]. Si ¢ fatta un’analisi
piu precisa della complessita di quest’algoritmo, studiando proprieta degli alberi di decomposizione.
Si sono anche proposti altri usi algoritmici di questi alberi, in particolare per la ricerca di motivi
nelle permutazioni [BBL9S8, Iba97, e i capitoli 4 e 5].

In combinatoria, la decomposizione per sostituzione ¢ stata introdotta di recente, in [AA05], e
quindi i risultati che ne fanno uso sono pochi, per ora. La decomposizione per sostituzione permette
di avere un punto di vista generale sulle classi di permutazioni, al contrario della maggior parte
dei lavori precedenti che si concentrano su una classe o una famiglia di classi. Ad esempio, usando
questo strumento sono stati sviluppati metodi algoritmici per automatizzare, sotto certi ipotesi, il
calcolo della funzione generatrice di alcune classi di permutazioni [AA05, BRV08, e il capitolo 9].

Nello studio di ogni famiglia di oggetti discreti, e in particolare per le permutazioni, combinatoria
e algoritmica propongono due punti di vista complementari su questi oggetti : i risultati combina-
torici possono avere ripercussioni algoritmiche, e vice versa alcuni algoritmi hanno conseguenze dal
punto di vista combinatorico.

Questa tesi presenta diversi esempi di interazione tra combinatoria e algoritmica.

La tesi e organizzata in quattro parti, abbastanza indipendenti.

La prima parte contiene sia un’introduzione sulle classi di permutazioni e sulla decomposizione
per sostituzione, sia una presentazione di alcuni risultati generali ottenuti sugli alberi di decompo-
sizione.

Il capitolo 1 tratta quasi esclusivamente della combinatoria delle classi di permutazioni. Si
definiscono in modo formale le permutazioni tramite diverse rappresentazioni (lineare, grafica, ... ),
il concetto di motivo, le classi di permutazioni, e le loro basi di motivi esclusi. Se ne danno poi
alcune proprieta molto note. Si presentano in seguito delle problematiche possibili esaminate in
letteratura, sullo studio delle classi di permutazioni. Dal punto di vista combinatorico, i problemi
d’enumerazione sono stati quelli piu studiati in passato, in particolare con l’interesse sviluppato
per la congettura di Stanley-Wilf, dimostrata in [MTO04]. Piu recentemente, & stato considerato il
problema di descrivere una classe di permutazioni senza utilizzare la base dei motivi esclusi [Atk99,
AS02, AAAT07, Bri07]. Dal punto di vista algoritmico, sono esaminati i problemi di decisione
dell’appartenenza di una permutazione ad una classe, e di sviluppo di algoritmi efficienti [AAAHO1].
Questo capitolo si conclude con una presentazione piu precisa (benché decisamente non esauriente)
sui problemi d’enumerazione associati alle classi di permutazioni.

Il capitolo 2 & dedicato alla decomposizione per sostituzione delle permutazioni, e ai loro alberi
di decomposizione. Questo capitolo inizia con la descrizione dei principi generali di decomposizione
per sostituzione di oggetti discreti, applicabili non solo nell’ambito delle permutazioni [MR84]. Si
presenta in particolare la decomposizione per sostituzione nel caso dei grafi, ricordando le basi della
decomposizione modulare [Hab, per esempio], per poi dare le uguaglianze e le differenze tra decom-
posizione modulare dei grafi e decomposizione per sostituzione delle permutazioni. Dopo questa
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introduzione generale, si definisce la decomposizione per sostituzione delle permutazioni [AA05],
nella quale interviene una famiglia di permutazioni con un ruolo essenziale : le permutazioni sem-
plici [Brib, per una presentazione recente delle conoscenze sull’argomento]. Si definisce poi I’albero
degli intervalli comuni delle permutazioni, e se ne danno alcune proprieta, relative in particolare
al suo calcolo da un algoritmo di complessita lineare [BXHP05, BCMR05, BCMRO8]. Una delle
difficolta principali nel capitolo 2 e stata d’unificare i concetti e i risultati ottenuti nelle comunita
algoritmica e in quella combinatorica. Si dimostra in particolare che gli alberi di decomposizione
e gli alberi degli intervalli comuni rappresentano la stessa struttura : questo fatto € ammesso da
chiunque sia interessato a questi oggetti, ma non ne esiste in letteratura nessuna dimostrazione. Si
spiega anche come si puo adattare 'algoritmo lineare per calcolare I'albero degli intervalli comuni
al fine di aggiungere sulla sua struttura le etichette che lo trasformeranno in albero di decompo-
sizione. Tornando a risultati precedenti a questa tesi, sono ricordate le definizioni del prodotto
di sostituzione e delle classi chiuse dal prodotto di sostituzione [AS02], che costituiscono un caso
particolare piu semplice per quasi tutti i problemi sulle classi di permutazioni risolvibili con 1’uso
degli alberi di decomposizione. Infine, un altro risultato ottenuto ¢ presentato alla fine di questa
prima parte, e descrive la forma “media” (o piu precisamente la forma asintotica quasi certa) degli
alberi di decomposizione.

La seconda parte porta sullo studio di problemi algoritmici sulla ricerca di motivi nelle permu-
tazioni.

Il capitolo 3 & un’introduzione al problema di ricerca di un’occorrenza di un motivo in una per-
mutazione. Vi & spiegato il lato N P-completo del problema [BBL9S], e vi sono descritti casi partico-
lari studiati in letteratura [BBL9S8, Iba97] che hanno soluzione polinomiale. Ci si interessa ad un caso
particolare di questo problema, la ricerca di un’occorrenza di un motivo appartenente alla classe
delle permutazioni separabili [Iba97]. Si definisce dunque la classe delle permutazioni separabili, e la
struttura d’albero di separazione associata, ovviamente legata agli alberi di decomposizione. Questi
alberi di separazione hanno un ruolo fondamentale nei due algoritmi di [BBL98, Iba97], che usano
tecniche di programmazione dinamica per risolvere in tempo polinomiale il problema di ricerca di
un’occorrenza di un motivo separabile in una permutazione. Inoltre, questi algoritmi costituiscono
una base per lo sviluppo degli algoritmi nei due capitoli seguenti.

Il capitolo 4 porta sul problema di ricerca d’un piu lungo motivo comune a due permutazioni.
Questo problema ¢ N P-difficile, poiché il problema della ricerca dell’occorrenza d’un motivo ¢ N P-
completo. Si presenta un primo caso polinomiale studiato in [MRO06], per la ricerca d’un piu lungo
motivo comune a due permutazioni ordinabili da una pila. L’algoritmo proposto utilizza una biezione
tra le permutazioni ordinabili da una pila e gli alberi, e su un algoritmo di ricerca d’un piu grande
sotto-albero comune a due alberi [ZS89]. Si descrive poi un primo risultato ottenuto, un algoritmo
polinomiale per la ricerca d’un piu lungo motivo comune a due permutazioni, di cui una e separabile.
Essendo le permutazioni ordinabili da una pila separabili, questo risultato generalizza il precedente.
In questo caso, gli strumenti per lo sviluppo dell’algoritmo sono diversi : qui, si utilizzano gli alberi
di separazione e la programmazione dinamica, usando le idee descritte nel capitolo 3. Infine, si
mostra come quest’algoritmo puo essere adattato per calcolare un pitt lungo motivo comune a due
permutazioni qualsiasi, facendo uso degli alberi di decomposizione sviluppati al posto degli alberi di
separazione. Anche se ’algoritmo non & pit polinomiale, la complessita ottenuta non ¢ esponenziale
rispetto alla lunghezza delle permutazioni, ma solo rispetto ad un parametro piu piccolo : il numero
massimo di figli di un nodo primo nei loro alberi di decomposizione. Questi lavori sono iniziati
durante lo stage di Master a Parigi [Bou06], e sono stati pubblicati in [BRO6].

Il capitolo 5 generalizza la ricerca d’un piu lungo motivo comune a due permutazioni studiando
la ricerca d’un piu lungo motivo comune ad un insieme di permutazioni. Anche qui si ha un prob-
lema N P-difficile e ci si restringe ad un sotto-problema, imponendo delle condizioni sul motivo
cercato piuttosto che sulle permutazioni dati nel problema. Si studia la ricerca d’'un piu lungo
motivo comune separabile ad un insieme di permutazioni, cioe d’un motivo separabile che abbia
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un’occorrenza in ognuna delle permutazioni dell’insieme, e che sia di lunghezza massimale possi-
bile. Si da un algoritmo polinomiale per la ricerca d’un pit lungo motivo comune separabile ad un
insieme di k& permutazioni (con k fissato), e si dimostra che quando la cardinalita dell’insieme di
permutazioni dato non ¢ fissata in anticipo, il problema ¢ N P-difficile. A questo punto, ¢ naturale
chiedersi se il piu lungo motivo comune separabile ad un insieme di permutazioni ¢ un’approssi-
mazione precisa del loro motivo comune di lunghezza massimale (senza condizione di separabilita).
Si dimostra che imponendo che il motivo appartenga ad una classe di permutazioni (come le per-
mutazioni separabili), non si puo ottenere un’approssimazione piu precisa di /Opt, Opt essendo la
lunghezza massimale d’un motivo comune senza restrizione. Questi risultati sono stati pubblicati

in [BRVO7].

La terza parte analizza due modelli per ’evoluzione dei genomi, che sono rappresentati da
permutazioni (segnate o no) : il modello di duplicazione tandem con perdita aleatoria e il modello
dell’ordinamento perfetto per ribaltamenti. L’approccio € principalmente combinatorico, ma anche
un po’ algoritmico.

Il capitolo 6 considera il modello di duplicazione tandem con perdita aleatoria [CCMRO6].
Vi e descritta una caratterizzazione delle permutazioni ottenute in al piu p tappe a partire da
una permutazione identita in questo modello, in termini di motivi esclusi. Nel caso particolare
del modello di duplicazione completa con perdita aleatoria, si descrive completamente la base di
motivi esclusi che caratterizza la classe delle permutazioni ottenute in al pit p tappe. Si studiano
anche i motivi esclusi di questa base, per darne una caratterizzazione locale e ottenere dei risultati
d’enumerazione parziali. Nel modello generale, si dimostra che la base della classe delle permutazioni
ottenute in al piu p tappe ¢ finita, e si da un limite superiore sulla lunghezza dei motivi che contiene.
Si propone anche un algoritmo per il calcolo di scenari evolutivi in questo modello, e si confronta il
costo dei scenari calcolati in questo modo con il costo di uno scenario ottimale. I lavori presentati
nel capitolo 6 sono oggetto di due articoli [BR09] e [BP0S].

Il capitolo 7 tratta di un altro modello per ’evoluzione dei genomi : quello dell’ordinamento
perfetto per ribaltamenti [FV04], che lavora con permutazioni segnate. Vi si analizza la complessita
di un algoritmo per il calcolo di scenari ottimali estratto da [BBCPO07] e che lavora sugli alberi
di decomposizione. Si tratta di un algoritmo la cui complessita e parametrizzata, e esponenziale
nel caso peggiore. Si dimostra che in pratica quest’algoritmo & polinomiale nel caso medio. In
seguito si analizzano alcuni parametri dei scenari ottimali calcolati nel caso delle permutazioni
separabili (o commutanti), caso particolarmente pertinente dal punto di vista biologico. Si danno
stime asintotiche del numero medio di ribaltamenti in un scenario ottimale, e della lunghezza media
di un ribaltamento in un tale scenario : i risultati di quest’analisi sono coerenti con gli esperimenti
dei biologi, aggiungendo un punto alla pertinenza del modello. La maggior parte dei risultati del
capitolo 7 sono pubblicati in [BCMR], una versione lunga di quest’articolo ¢ stata sottomessa.

La quarta parte esplora metodi automatici per il calcolo delle funzioni generatrici delle classi
di permutazioni, o almeno per determinare delle proprieta di queste funzioni generatrici [AA05,
BRV08]. Alla base della ricerca delle proprieta delle funzioni generatrici, c¢’¢ la ricerca di struttura
nelle classi di permutazioni, che sara presentata in dettaglio nell’introduzione della quarta parte.
Questi problemi sono considerati dal punto di vista delle permutazioni a spilli. Questa classe di
permutazioni ¢ stata definita in [BRVO08] in una procedura di decisione che testa una condizione
sufficiente affinché una classe di permutazioni data dalla sua base finita abbia una funzione gene-
ratrice algebrica.

11 capitolo 8 & dedicato ad uno studio dettagliato della classe delle permutazioni a spilli. Essendo
queste permutazioni descritte solo da una proprieta grafica, se ne da una caratterizzazione piu
pratica tanto in combinatoria quanto in algoritmica : si caratterizzano gli alberi di decomposizione
che corrispondono alle permutazioni a spilli. La dimostrazione di questo risultato e abbastanza
tecnica, e poggia su un’analisi precisa delle rappresentazioni a spilli delle permutazioni. Una prima
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conseguenza di questa caratterizzazione delle permutazioni a spilli € che permette il calcolo della
funzione generatrice associata a questa classe. Una congettura di [BRV0S8| ¢ che questa funzione
generatrice sia razionale, poiché le permutazioni di questa classe sono codificate da un linguaggio
razionale di parole, pero senza unicita della codifica. Il risultato ottenuto € una funzione generatrice
razionale, confermando questa congettura. Si conclude il capitolo 8 con un’analisi della base della
classe delle permutazioni a spilli, e questa volta si dimostra la non validita della congettura che la
base di questa classe sia finita. I risultati del capitolo 8 sono presentati in [BBR09].

11 capitolo 9 riprende la procedura di [BRV08] gia accennata, che testa una condizione sufficiente
per Palgebricita della funzione generatrice di una classe di permutazioni. Dato che avere un numero
finito di permutazioni semplici ¢ una condizione sufficiente affinché una classe di permutazioni ab-
bia una funzione generatrice algebrica, la procedura proposta permette di decidere se il numero
di permutazioni semplici in una classe C & finito, supponendo che la classe C sia data dalla sua
base finita di motivi esclusi. Ci si impegna a trasformare questa procedura in un vero algoritmo,
di complessita polinomiale. Il principio fondamentale non & cambiato : costruire un automa che
riconosce le parole di spilli strette delle permutazioni a spilli appartenenti a C, e testare se il lin-
guaggio riconosciuto da quest’automa e finito. Ma ci sono diversi punti che devono essere analizzati
con cura per cercare di mantenerne il carattere polinomiale. Un primo punto ovvio, utilizzando la
caratterizzazione del capitolo 8, consiste nel proporre un algoritmo che testa se una permutazione
¢ a spilli oppure no. Le due difficolta principali sono di descrivere con precisione l'insieme delle
parole di spilli associate ad una permutazione a spilli o, poi di costruire in tempo polinomiale un
automa deterministico che riconosce le parole di spilli strette associate alle permutazioni a spilli
proprie di cui o ¢ motivo. Per risolvere il primo problema, si usa la caratterizzazione del capitolo
8, e uno studio, ancora una volta abbastanza tecnico, permette di capire come sono formate tutte
le parole di spilli associate ad una permutazione a spilli. Per il secondo problema, si costruiscono
gli automi cercati da una ricorrenza, usando ’astuzia della lettura da destra a sinistra per ottenere
degli automi deterministici. Combinando questi diversi punti, si ottiene un algoritmo che testa in
tempo polinomiale se una classe data dalla sua base finita di motivi esclusi contiene un numero
finito di permutazioni semplici. L’articolo [BBPR] in preparazione conterra i risultati del capitolo
9.

L’ultimo capitolo (capitolo 10) in allegato riassume i concetti di base (definizioni e alcune
proprieta usate nella tesi) delle funzioni generatrici.
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Introduction

Les travaux présentés dans cette these se situent au confluent de deux domaines de I'informatique
théorique, que sont d’une part la combinatoire et d’autre part 1’algorithmique.

La combinatoire est une branche des mathématiques discretes qui étudie des collections d’objets
discrets, c’est-a-dire pour lesquels on dispose d’une notion de taille telle que le nombre d’objets de
taille n soit fini pour tout n. Certains des buts de la combinatoire sont de caractériser les objets
étudiés, d’en décrire des propriétés, de compter pour tout n le nombre d’objets de taille n, de les
engendrer exhaustivement ou aléatoirement.

En algorithmique, on cherche plutét a donner des algorithmes pour résoudre efficacement des
problemes manipulant ces objets combinatoires, problemes qui sont souvent modélisation d’enjeux
réels dans d’autres disciplines scientifiques. Le plus souvent, la complexité d’un algorithme est
mesurée relativement & la taille de 'objet en entrée du probleme, sauf dans certains cas ou il est
plus adapté de I’évaluer plutot par rapport a la taille du résultat calculé.

Les objets formels étudiés en combinatoire et en algorithmique sont toujours modeles d’ob-
jets réels, méme si la modélisation transparait de fagon plus ou moins immédiate suivant les
problemes étudiés. Les motivations pour 1’étude de ces objets proviennent de l'informatique elle-
méme (modélisation de structures de données, analyse des réseaux, ... ), mais aussi de la biologie —
en particulier moléculaire et évolutive [Den], de la physique — dont la physique statistique [Bax82],
mais pas uniquement [CWO07, par exemple|, de la chimie [BGK, et ses références, parmi d’autres], ou
de la sociologie — & travers I’étude des réseaux sociaux [PR09], parmi d’autres. Lorsque les résultats
théoriques obtenus le permettent, ces domaines constituent naturellement un champ d’application
privilégié des résultats obtenus. Dans cette these, on verra que les motivations les plus immédiates
proviennent de la bio-informatique, pour ’étude des modeles d’évolution des génomes.

Dans I’étude d’une famille d’objets discrets, combinatoire et algorithmique offrent deux points
de vue sur ces objets, qui sont complémentaires : les résultats combinatoires obtenus peuvent
avoir des retombées algorithmiques, et certains algorithmes ont des implications du point de vue
combinatoire.

En effet, les propriétés combinatoires des objets, et en particulier les propriétés mettant en
évidence une structure dans ces objets, peuvent étre mises a profit pour concevoir des algorithmes
qui, tirant parti de ces propriétés, sont d’une meilleure complexité qu’un algorithme ne disposant pas
de cette connaissance combinatoire a priori. Par exemple, les propriétés de la classe des cographes
autorisent la description d’algorithmes résolvant des problemes pour cette classe de graphes plus
rapidement que sur des graphes quelconques [CPS85, BLS99].

A I'inverse, si la combinatoire permet d’affirmer ’existence de “sur-couches” sur les objets qui
sont le reflet de leur structure intrinseque, elle ne permet pas d’utiliser cette structure a des fins
algorithmiques. Il faut pour cela se poser d’abord la question du calcul d’un témoin de cette struc-
ture : un algorithme efficace le calculant est un préalable nécessaire a la résolution de tout probleme
par son utilisation. Un exemple emblématique de telle “sur-couche” est ’arbre de décomposition
modulaire des graphes : sa connaissance rend plus aisée la résolution de nombreux probléemes sur



les graphes, et la question du calcul en temps linéaire de ’arbre de décomposition modulaire d’un
graphe a regu et recoit toujours beaucoup d’attention [Pau, Hab, HP, et leurs références].

On verra dans cette these plusieurs exemples d’interaction fructueuse entre combinatoire et
algorithmique.

Les objets d’étude privilégiés dans cette these sont les permutations, envisagées principalement
avec le point de vue des motifs dans les permutations. Dans ce cadre, on traite des permutations
des entiers entre 1 et n, n étant alors la taille de la permutation. Un motif dans une permutation o
est en quelque sorte une “sous-permutation” : c’est une sous-séquence renormalisée extraite de la
permutation o. Par exemple, 0 = 62473185 est une permutation de taille 8, et un motif en est
la permutation 7 = 3214, obtenue en renormalisant la sous-séquence 64 18 extraite de o.

La notion de motif dans les permutations généralise évidemment celle de motif dans un texte,
en lui ajoutant une dimension supplémentaire, et & ce titre certaines questions algorithmiques se
doivent d’étre posées. Il faut en particulier s’interroger sur les problemes d’occurrence d’un motif
dans une permutation et de recherche de motif commun & plusieurs permutations. En dehors de leur
intérét manifeste, la résolution de problemes algorithmiques de cette nature sur les permutations
peut avoir des retombées en combinatoire, comme on le verra dans [BRV08] et au chapitre 9.

Du point de vue combinatoire, la notion de motif sert principalement a la définition des classes de
permutations : ce sont des ensembles fermés par le bas pour la relation de motif (qui est une relation
d’ordre partiel), c’est-a-dire que si une permutation o appartient a une classe C, alors tous les
motifs extraits de o appartiennent aussi a C. Une bonne connaissance des propriétés combinatoires
des classes de permutations permet de décrire des restrictions pertinentes de problemes sur les
permutations, qui peuvent étre résolues par des algorithmes plus rapides que le probleme général.
Ce point est illustré par [MRO6] et la partie IT de cette thése pour les problémes de recherche de motif
dans les permutations. Les propriétés combinatoires d’une classe peuvent aussi permettre d’analyser
plus finement la complexité de certains algorithmes sur les permutations (voir [BBCP07, BCP0S]
et le chapitre 7).

L’essentiel des travaux présentés dans cette these utilise 'outil de la décomposition par substi-
tution [MR84] des permutations, capturée par leurs arbres de décomposition. Cette structure sur
les permutations a été définie indépendamment en algorithmique, ou elle porte le nom d’arbre des
intervalles communs [BXHPO5, par exemple], et plus récemment en combinatoire [AA05, sur la
décomposition par substitution des permutations].

La question algorithmique du calcul de ’arbre de décomposition est liée a celle du calcul de
I'arbre de décomposition modulaire des graphes. Elle a été introduite avec des motivations de
calcul de scénarios pour I’évolution des génomes, et a été résolue avec succes [BXHP05, BCMRO5,
BCMRO8]. On présentera un algorithme de calcul de scénario d’évolution & partir de I'arbre de
décomposition extrait de [BBCPO07], et on verra aussi d’autres utilisations algorithmiques de ces
arbres, en particulier pour la recherche de motifs dans les permutations [BBLI8, Iba97, et les
chapitres 4 et 5].

Du point de vue combinatoire, I'utilisation de la décomposition par substitution a émergé
tres récemment dans [AAO05], si bien que peu de résultats l'utilisant sont connus a ce jour. La
décomposition par substitution permet d’avoir un point de vue général sur les classes de permu-
tations, au contraire de la plupart des travaux antérieurs qui se concentrent sur une classe ou une
famille de classes donnée. C’est par exemple en utilisant cet outil que sont développées des méthodes
algorithmiques pour automatiser, sous certaines hypotheses, le calcul de la série génératrice des
classes de permutations [AA05, BRV0S, et le chapitre 9.



Plan détaillé et contributions Cette these est organisée en quatre parties relativement indé-
pendantes, chaque partie a ’exception de la premiere étant précédée d’une introduction.

La partie I constitue essentiellement un état de I'art sur les classes de permutations et sur les
arbres de décomposition. Il faut cependant noter que quelques résultats obtenus dans mon travail
de these, parce qu’ils traitent des arbres de décomposition de maniere assez générale, sont intégrés
a cette partie.

Le chapitre 1 traite presque exclusivement de la combinatoire des classes de permutations.
On y définit formellement les permutations, a travers leurs différentes représentations (linéaire,
graphique, ...), la notion de motif dans les permutations, les classes de permutations, et leurs
bases de motifs exclus. On donne aussi quelques propriétés tres classiques de ces objets. On présente
ensuite plusieurs problématiques envisageables, et envisagées dans la littérature, pour I’étude des
classes de permutations. Combinatoirement, les problemes d’énumération ont été les plus étudiés par
le passé, en particulier a cause de 'intérét pour la conjecture de Stanley-Wilf, aujourd’hui démontrée
[MTO04]. Plus récemment, on s’est posé la question de la description d’une classe de permutations
autrement que par sa base de motifs interdits [Atk99, AS02, AAAT07, Bri07]. D’un point de vue
algorithmique, on envisagera les problemes de décision de I’appartenance d’une permutation a une
classe, et de conception d’algorithmes efficaces [AAAHO1]. Ce chapitre s’achéve par un état de
Part plus précis (bien que résolument non exhaustif) sur les problemes d’énumération associés aux
classes de permutations.

Le chapitre 2 est consacré a la décomposition par substitution des permutations, et a leurs
arbres de décomposition. Ce chapitre s’ouvre sur des principes généraux de décomposition par sub-
stitution d’objets discrets, applicables dans d’autres contextes que celui des permutations [MR84].
On présente en particulier la spécialisation de la décomposition par substitution au cas des graphes,
en rappelant les bases de la décomposition modulaire [Hab, par exemple|, pour nous permettre de
souligner dans la suite les points communs et (surtout) les différences entre décomposition mod-
ulaire des graphes et décomposition par substitution des permutations. Apres cette introduction
générale, on définit la décomposition par substitution des permutations [AA05], qui fait intervenir
une famille de permutations y jouant un role fondamental : les permutations simples [Brib, pour un
survol récent sur ce theme]. On définit ensuite 'arbre des intervalles communs des permutations,
et on en donne quelques propriétés, en particulier relatives a son calcul par un algorithme en temps
linéaire [BXHP05, BCMR05, BCMRO8]. Une des difficultés principales dans le chapitre 2 a été
d’unifier les concepts et résultats obtenus dans les communautés d’algorithmique des graphes et de
combinatoire. On donnera en particulier une preuve que les arbres de décomposition et les arbres
des intervalles communs représentent la méme structure, ce qui est admis par quiconque s’intéresse
a ces objets, mais dont aucune preuve a ma connaissance ne figure dans la littérature. On expli-
quera aussi comment adapter 'algorithme linéaire de calcul de ’arbre des intervalles communs pour
ajouter sur sa structure les étiquettes qui vont le transformer en arbre de décomposition. Revenant
a des résultats antérieurs a cette theése, on définit le produit de substitution des permutations,
et les classes fermées par produit de substitution [AS02], qui constituent un cas particulier plus
simple pour presque toutes les questions sur les classes de permutations qui peuvent étre résolues
par l'utilisation des arbres de décomposition. Enfin, un autre résultat nouveau figure a la fin du
chapitre 2, et décrit la forme “en moyenne” (ou plus précisément, la forme asymptotique presque
stre) des arbres de décomposition.

La partie II s’intéresse a I’étude de problemes algorithmiques sur la recherche de motifs dans
les permutations.

Le chapitre 3 présente un état de l'art sur le probleme de la recherche d’une occurrence d’un
motif dans une permutation. On y explique le caractere N P-complet du probléme [BBL9S], et on en
décrit des cas particuliers étudiés dans la littérature [BBLIS8, Iba97], et qui admettent une solution
polynomiale. La restriction du probleme général qui va nous intéresser tout particulierement est la



recherche d’une occurrence d’un motif appartenant a la classe des permutations séparables [Iba97].
On définit donc la classe des permutations séparables, et la structure d’arbre de séparation qui leur
est associée et qui n’est pas sans lien avec les arbres de décomposition. Ces arbres de séparation
jouent un role clé dans les deux algorithmes de [BBL98, Iba97], qui, grace a des techniques de
programmation dynamique, résolvent en temps polynomial le probleme de recherche d’occurrence
d’un motif séparable dans une permutation. Ces algorithmes constituent en outre une base de
travail pour la conception des algorithmes dans les chapitres suivants.

Le chapitre 4 consideére le probleme de recherche de plus grand motif commun & deux permu-
tations. Ce probleme est N P-difficile, de par la N P-complétude de la recherche d’occurrence de
motif. On présente un premier cas polynomial étudié dans [MRO6], pour la recherche de plus grand
motif commun a deux permutations triables par pile. L’algorithme proposé repose sur une bijection
entre les permutations triables par pile et les arbres, et sur un algorithme de recherche de plus grand
sous-arbre commun & deux arbres [ZS89]. On décrira ensuite une premiere contribution qui consiste
en un algorithme polynomial pour la recherche de plus grand motif commun entre deux permuta-
tions, dont une est séparable. Les permutations triables par pile étant séparables, ceci généralise le
résultat précédent. La conception de l'algorithme repose cependant sur des outils différents, & savoir
les arbres de séparation et la programmation dynamique, en s’appuyant sur les idées décrites dans
le chapitre 3. Enfin, on verra que cet algorithme peut étre adapté pour calculer un plus grand motif
commun a deux permutations quelconques, en utilisant des arbres de décomposition développés
a la place des arbres de séparation. Méme si on perd bien sir le caractere polynomial de 1’algo-
rithme, la complexité obtenue n’est pas exponentielle en la taille des permutations en entrée, mais
seulement en un parametre plus petit : I’arité maximale d’un nceud premier dans leur arbre de
décomposition. J’ai commencé ces travaux pendant mon stage de Master [Bou06], et ils ont fait
'objet de la publication [BRO6].

Le chapitre 5 généralise la recherche de plus grand motif commun & deux permutations, et étudie
la recherche de plus grand motif commun & un ensemble de permutations. La encore, cette question
étant IV P-difficile, on se restreint a un sous-probleme, mais en imposant cette fois des conditions sur
le motif cherché plutot que sur les permutations en entrée. On s’intéresse a la recherche de plus grand
motif séparable commun & un ensemble de permutations, c¢’est-a-dire d’un motif séparable ayant
une occurrence dans chacune des permutations de ’ensemble, et qui soit le plus long pour ce critere.
On décrira un algorithme polynomial pour la recherche de plus grand motif séparable commun a
un ensemble de k permutations (k étant fixé), et on verra que quand le cardinal de I’ensemble de
permutations en entrée n’est pas connu a ’avance, le probleme est N P-difficile. Il est naturel alors
de se demander si le plus grand motif séparable commun & un ensemble de permutations est une
bonne approximation de leur plus grand motif commun (sans contrainte de séparabilité). On verra
qu’en contraignant le motif & appartenir a une classe de permutations (comme les séparables, entre
autres), on ne peut pas faire mieux qu’obtenir une approximation en /Opt, Opt désignant la taille
du plus grand motif commun non contraint. Ces résultats ont été publiés dans [BRVO7].

La partie III analyse deux modeles pour I’évolution des génomes, ol ceux-ci sont représentés par
des permutations (signées ou non) : le modele de duplication en tandem avec perte aléatoire, et le
modele du tri parfait par renversements. Le point de vue adopté est essentiellement combinatoire,
mais l'algorithmique trouve aussi sa place dans cette partie.

Le chapitre 6 envisage le modele de duplication en tandem avec perte aléatoire [CCMRO06]. On
décrit une caractérisation des permutations obtenues en au plus p étapes a partir d’une permutation
identité dans ce modele, en termes de motifs exclus. Dans le cas particulier du modele de duplication
complete avec perte aléatoire, on décrit completement la base de motifs exclus qui caractérise
la classe des permutations obtenues en au plus p étapes. On étudie aussi les motifs exclus qui
apparaissent dans cette base, pour en donner une caractérisation locale, et obtenir des résultats
d’énumération (méme s’ils restent partiels). Dans le modele général, on montre que la base de la
classe des permutations obtenues en au plus p étapes est finie, et on donne une borne sur la taille
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des motifs qu’elle contient. On propose aussi un algorithme de calcul de scénario d’évolution dans
ce modele, et on compare le cotut des scénarios ainsi calculés au cout d’un scénario optimal. Les
travaux présentés au chapitre 6 ont fait 'objet des deux articles [BR09] et [BPO0S].

Le chapitre 7 s’intéresse a un autre modeéle pour ’évolution des génomes : celui du tri parfait
par renversements [FV04], qui travaille sur des permutations signées. On y analyse la complexité
d’un algorithme de calcul de scénario optimal tiré de [BBCPO7] et travaillant sur les arbres de
décomposition. Il s’agit d’'un algorithme de complexité paramétrée, qui est exponentiel dans le
pire des cas. On démontre qu’il est en fait polynomial en moyenne. On analyse ensuite certains
parametres des scénarios optimaux calculés, pour le cadre restreint des permutations séparables (ou
commutantes), particulierement pertinent d’un point de vue biologique. On donne des estimations
asymptotiques du nombre moyen de renversements dans un scénario optimal, et de la taille moyenne
d’un renversement dans un tel scénario : les résultats de cette analyse sont cohérents avec les
observations biologiques, ce qui vient conforter la pertinence de ce modeéle. Une grande partie des
résultats du chapitre 7 sont publiés dans [BCMR], dont une version étendue a été soumise.

La partie IV explore des méthodes automatiques pour le calcul des séries génératrices des
classes de permutations, ou tout au moins pour donner des propriétés de ces séries génératrices
[AA05, BRV08]. Sous-jacente a cette recherche de propriétés des séries génératrices, on voit poindre
I'idée de recherche de structure dans les classes de permutations, qui sera présentée plus en détails
comme introduction a la partie IV. Ces questions seront abordées sous ’angle des permutations
en épingles. Cette classe de permutations a été introduite dans [BRVO08] dans une procédure de
décision testant une condition suffisante pour qu’'une classe de permutations donnée par sa base
finie ait une série génératrice algébrique.

Le chapitre 8 est consacré a une étude approfondie de la classe des permutations en épingles. Ces
permutations n’étant décrites que par une propriété graphique, on en donne une caractérisation
plus utilisable aussi bien combinatoirement qu’algorithmiquement : on caractérise les arbres de
décomposition qui correspondent aux permutations en épingles. La preuve de ce résultat est plutot
technique, et repose sur une analyse fine des représentations en épingles des permutations. Une
premiere conséquence de cette caractérisation des permutations en épingles est qu’elle permet le
calcul de la série génératrice associée a cette classe. Il était conjecturé par [BRVO8] que la série
génératrice des permutations en épingles était rationnelle, puisque ces permutations peuvent étre
codées par un langage rationnel de mots, mais sans qu’il y ait unicité du codage. Le résultat obtenu
est une série génératrice rationnelle, répondant ainsi par I'affirmative a cette conjecture. On termine
le chapitre 8 en s’intéressant a la base de la classe des permutations en épingles, cette fois-ci en
infirmant la conjecture selon laquelle la base de cette classe est finie. Les résultats du chapitre 8
sont présentés dans [BBR09).

Le chapitre 9 reprend la procédure de [BRV08] mentionnée plus haut, testant une condition suf-
fisante sur I'algébricité de la série génératrice d’une classe de permutations. Sachant que contenir un
nombre fini de permutations simples est une condition suffisante pour qu’une classe de permutations
ait une série génératrice algébrique, la procédure proposée permet de décider si le nombre de
permutations simples dans une classe C est fini, la classe C étant supposée donnée par sa base
finie de motifs exclus. On s’attache a transformer cette procédure en un véritable algorithme, de
complexité polynomiale. Le principe de fonctionnement reste fondamentalement inchangé : cons-
truire un automate qui accepte les mots d’épingles stricts des permutations en épingles propres
appartenant a C, et tester si le langage accepté par cet automate est fini. Mais il y a plusieurs
points qu’il faut analyser avec attention pour éviter une explosion combinatoire, et conserver le
caractere polynomial. Un premier point, évident avec la caractérisation du chapitre 8, consiste a
proposer un algorithme testant si une permutation donnée est ou non une permutation en épingles.
Les deux principales difficultés sont de savoir décrire précisément ’ensemble des mots d’épingles
associés a une permutation en épingles o, puis de construire en temps polynomial un automate
déterministe qui accepte les mots d’épingles stricts associés aux permutations en épingles propres



dont o est motif. Pour résoudre la premiere, on utilise la caractérisation du chapitre 8, et une étude
la encore assez technique permet de comprendre comment sont formés tous les mots d’épingles
associés a une permutation en épingles. Pour la seconde, on construira les automates cherchés par
récurrence, en utilisant I'astuce d’une lecture de droite a gauche des mots d’épingles pour obtenir
des automates qui soient déterministes. En mettant bout & bout ces différents points, on obtient
un algorithme testant en temps polynomial si une classe donnée par sa base finie de motifs exclus
contient un nombre fini de permutations simples. L’article [BBPR] en préparation reprendra le
contenu du chapitre 9.

Dans le chapitre 10 en annexe, on résume, sous la forme d’un bref tutoriel, le formalisme des
séries génératrices et les quelques résultats les concernant qui sont utilisés dans cette these.
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Chapitre 1. Classes de permutations

Les travaux exposés dans cette these portent sur les classes de permutations. On présentera ces
classes des le paragraphe 1.2, mais il nous faut évidemment commencer par définir les objets de
base sur lesquels portent cette étude, a savoir les permutations.

1.1 Permutations et leurs différents modes de représentation

1.1.1 Définition

La désormais célebre encyclopédie libre WIKIPEDIA ouvre son article consacré aux permutations
par la définition suivante :

En mathématiques, la notion de permutation exprime lidée de réarrangement d’ob-
jets discernables. Une permutation de n objets distincts rangés dans un certain ordre,
correspond a un changement de l'ordre de succession de ces n objets.

Cette définition est immédiatement suivie par un ancrage des permutations dans le contexte ou
elles sont étudiées :

La permutation est une des notions fondamentales en combinatoire, c¢’est-a-dire pour
des problémes de dénombrement et de probabilités discrétes.

Dans le PETIT LAROUSSE 2009, une définition plus formelle a été choisie :

[MATH.] Bijection d’un ensemble sur lui-méme. (Le nombre de permutations d’un en-
semble de m objets est m! [factorielle m].)

Dans cette définition, pourtant tres concise, le choix est fait de donner le nombre des permutations
d’un ensemble de cardinal m. Cela suggere que les principaux problémes concernant les permuta-
tions s’attachent a des questions d’énumération, et plus généralement de combinatoire.

Dans cette these, on s’intéresse aux permutations d’un intervalle d’entiers, commencant le plus
souvent en 1.

Définition 1.1. Une permutation d’un intervalle I de N est une bijection de I sur lui-méme. La
taille d'une permutation désigne le nombre d’éléments de I. La taille d’une permutation o est notée
lo|.

On note S, 'ensemble des permutations de I'intervalle [1..n], et S = Up,>1Sy.

Sauf mention ponctuelle du contraire, on considere toujours des permutations de S. Ainsi,
lorsque 1'on considere des permutations de taille n, sans plus de précisions, il s’agit de permutations
appartenant a S,.

Enfin, on utilisera la notation Id,, (ou simplement Id lorsque la valeur de n est claire dans le
contexte) pour désigner la permutation identité de taille n : pour tout ¢ € [1..n], Id, (i) = i.

Il existe de nombreuses manieres de représenter les permutations. Cette these utilise principale-
ment deux d’entre elles : la représentation linéaire et la représentation graphique des permutations.
On les présente ci-apres, de méme que quelques autres, en illustrant I'intérét de ces différentes
représentations par des exemples.

1.1.2 Représentation sur deux lignes

La représentation des permutations la plus fréquemment rencontrée (et ce des les cours de
mathématiques du secondaire) est celle que 'on appelle la représentation sur deux lignes. Pour une
permutation de taille n, elle fait figurer sur une premiere ligne les entiers entre 1 et n en ordre
croissant, et en-dessous leurs images.
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1.1. Permutations et leurs différents modes de représentation

Exemple 1.2. La permutation ¢ de taille 9 qui a 1 associe 8, a 2 associe 3, a 3, 1,a 4,9, ... est
notée
o 123 456 789
~\8 31926 457
dans sa représentation en deux lignes.

Une variante de cette représentation consiste a ajouter des segments reliant 1'occurrence de
tout entier sur la premiere ligne avec son occurrence sur la deuxieme ligne. Le résultat obtenu sur
I’exemple précédent est donné par la figure 1.1.

FiG. 1.1 — Représentation sur deux lignes d’une permutation.

Cette représentation est celle qui permet le mieux de visualiser les inversions dans une per-
mutation o, c’est-a-dire les paires d’entiers (7,j) telles que ¢ < j et o(i) > o(j) : les inversions
correspondent & deux segments qui s’intersectent. C’est avec cette représentation qu’il est le plus
aisé de définir le graphe des inversions d’une permutation, appelé plus simplement graphe de per-
mutation (voir page 70).

1.1.3 Représentation linéaire

La représentation sur deux lignes d’une permutation (de taille n) a invariablement pour premiere
ligne 1 2...n. En conservant seulement sa deuxieme ligne, on obtient donc une autre maniere de
décrire completement une permutation, que ’on appellera représentation linéaire.

Définition 1.3. La représentation linéaire d’une permutation o de taille n est le mot de n lettres
o(1) 0(2)...0(n).

On notera souvent o; l'image o(i) de ¢ par o. L’entier o; sera désigné par le terme élément (ou
parfois lettre) de la permutation o. L’indice i est appelé position de 1’élément o;, et pour éviter les
confusions, on dira que o; est ’élément de valeur o; dans o. Enfin, I’élément a la position 7 pourra
étre appelé plus simplement i-eme élément d’une permutation.

Exemple 1.4. La représentation linéaire de la permutation donnée a l'exemple 1.2 est o =
831926457. L’élément a la position 5 a pour valeur 2.

Les mots qui représentent des permutations sont tres particuliers : les mots de taille n qui con-
viennent sont ceux sur l'alphabet [1..n] qui contiennent exactement une fois chaque lettre. Malgré
cette particularité, la représentation linéaire permet de définir des concepts sur les permutations
empruntés a la théorie des langages, et d’envisager des problemes directement hérités de 1’algo-
rithmique du texte. La notion de motif dans les permutations transporte dans ce contexte celle
de sous-mot, au sens classique du terme. En particulier, cela autorise a étudier, pour les permuta-
tions, les problémes de recherche de motif (ou pattern matching), largement étudiés dans le cadre
des mots. La partie II de cette theése est consacrée aux problemes de recherche de motifs dans les
permutations.

La représentation linéaire des permutations étant la plus compacte, c’est aussi celle que 'on
utilisera par défaut dans la suite.
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Chapitre 1. Classes de permutations

1.1.4 Décomposition en produit de cycles

Cette représentation des permutations ne sera pas utilisée dans le travail rapporté ici, mais
elle est extrémement importante dans d’autres contextes, ce qui justifie de la présenter brievement
malgré tout.

Les permutations d’un ensemble X forment un groupe, au sens algébrique du terme, avec pour
opération de produit la composition de fonctions. Ce groupe est appelé le groupe symétrique sur
lensemble X. Dans le groupe symétrique (sans perte de généralité, sur X = [1..n]), on démontre
que les permutations peuvent étre décomposées de maniere unique en produit de cycles, comme
énoncé dans le théoreme 1.6.

Définition 1.5. Pour tout k-uplet iq,...,7; d’entiers distincts compris entre 1 et n, le cycle
(41 i2...1x) est la permutation o de S, définie par o(ip) = ipt1 si p € [1..(k —1)], o(ix) = i1,
et o(j) =7 sijé {i1,...,ix}. Le support du cycle est ’ensemble {iy,... i}

On remarque immédiatement que deux cycles de supports disjoints commutent (pour 'opération
de composition), ce qui autorise & énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 1.6. Toute permutation de S,, se décompose de maniére unique (a l'ordre des facteurs
pres) en produit de cycles a supports disjoints.

La preuve de ce théoreme est un grand classique des premiéres années d’études supérieures en
mathématiques, et est omise ici.

La représentation des permutations en produit de cycles est tres utilisée en combinatoire dans le
cadre de I’étude des cartes. Une carte a n arétes peut étre codée par la donnée de deux permutations
a et o de taille 2n, o étant une involution sans point fixe (c’est-a-dire que a a n cycles, tous de taille
2). Chaque élément dans [1..2n] représente une demi-aréte (ou brin), les cycles de « indiquent les
appariements entre deux brins d’'une méme aréte, et les cycles de o correspondent aux sommets de la
carte, en indiquant 1’ordre circulaire dans lequel les brins se répartissent autour de chaque sommet.
Sur cette représentation des cartes, définie dans [Edm60], on pourra consulter les travaux fondateurs
[CM92] pour plus de détails, [Sch98, chapitre 1] pour une présentation concise, ou [Mie| pour une
approche didactique. Une tres vaste littérature, dont ces ouvrages rendent compte, témoigne de
I'importance du codage des cartes combinatoires par deux permutations.

Mais la représentation en produit de cycles des permutations n’est pas utilisée seulement pour
I’étude des cartes. Un exemple d’utilisation de cette décomposition en cycles est la transformation
de Foata, qui permet entre autre de démontrer que le nombre de minima partiels et le nombre de
cycles suivent la méme distribution.

Définition 1.7. Un minimum partiel dans une permutation o € S,, est un élément o; tel que pour
tout j <1, o; > 0.

Par exemple, la permutation c = 937624518 a quatre minima partiels, a savoir les éléments
9, 3, 2, et 1, indiqués en gras.

La transformation de Foata est une bijection de S, qui fonctionne comme suit. Partant d’une
permutation o, on écrit sa décomposition en cycles, en faisant commencer chaque cycle par son
plus petit élément, et en ordonnant les cycles par ordre décroissant de leurs plus petits éléments.
En effacant les parentheses, on obtient une permutation de S,, dont le nombre de minima partiels
est égal au nombre de cycles de o.

Par exemple, la permutation ¢ = 847523619 se décompose en produit de cycles en ¢ =
(9)(376)(245)(18), avec des cycles commengant par leurs plus petits éléments, en ordre décroissant.
L’image de o par la bijection de Foata est la permutation 93762451 8 qui a quatre minima partiels.
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1.1. Permutations et leurs différents modes de représentation

1.1.5 Représentation graphique

Dans cette these, et en particulier dans la partie IV, les permutations seront souvent représentées
de maniere graphique, par ce qui est parfois appelé leur diagramme. Ici, on utilisera plutot le terme
de représentation graphique.

Dans cette représentation, une permutation o de taille n est donnée par une grille carrée de
cOté n, ou se répartissent n points (représentant les éléments de la permutation), de sorte a avoir
exactement un point par ligne et par colonne. Le point dans la i-eme colonne en partant de la
gauche est dans la o(i)-eéme ligne en partant du bas, et représente le i-eme élément de o. En
d’autres termes, les points de la représentation graphique de o ont pour coordonnées (i,0(i)) pour
i€ [l.n].

F1G. 1.2 — Représentation graphique de la permutation 0 =831926457.

Il a souvent, et depuis longtemps, été fait usage de cette représentation des permutations, en
particulier par X. G. Viennot. Cependant, elle apparailt en tant que telle essentiellement dans des ar-
ticles récents, ce qui s’explique par le développement des outils graphiques. Parmi les problématiques
rendues plus abordables par la représentation graphique des permutations, ou pour lesquelles cette
représentation permet d’obtenir des résultats complémentaires de ceux obtenus en utilisant leur
représentation linéaire, on peut citer, sans définir formellement les objets mis en jeu :

— l'estimation du taux de croissance des classes de permutations [Atk]|, et en particulier la

preuve la conjecture de Stanley-Wilf [MT04],

— I’étude des classes de permutations a croissance polynomiale [AAB07, BMMR],

— la définition et I’étude de polyominos particuliers, décrits par une paire de permutations, et
appelés permutominos [BDPR0O7, BLRS08, FFGT06],

— P’étude des permutations triables par plusieurs piles, pour laquelle des avancées ont été
obtenues, méme s’il reste de nombreuses questions ouvertes dans ce domaine [CKS08],

— la définition de classes de permutations autrement que par leur base, en I’'occurrence par des
propriétés graphiques (par exemple, deux familles de classes appelées merged classes et grid
classes [Bria, HV06], ou la classe des permutations en épingles [BBR09, BHV08a, BRV08S]),

— la construction d’antichaines infinies de permutations [Bria,

— I’étude des bases (finies ou infinies) des classes de permutations [AA05, BHV08b, Bri07],

— I’étude des permutations simples et des classes fermées par produit de substitution [Atk,
AA05],

— la description de conditions suffisantes pour qu’une classe de permutations ait une série
génératrice algébrique, et de méthodes pour calculer ces séries [Atk, AA05, BHVOS8b].

On reviendra dans la partie IV sur les cing derniers points ci-dessus, a travers I’étude de la classe des
permutations en épingles, pour donner un algorithme polynomial testant une condition suffisante
d’algébricité.
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Chapitre 1. Classes de permutations

1.1.6 Autres structures représentant des permutations

Les représentations sur deux lignes, linéaire ou graphique des permutations décrites ci-dessus,
méme si elles ont chacune leur spécificité, ont en commun de conserver la permutation comme unique
objet d’étude : elles ne greffent pas de structure supplémentaire sur ces objets. La représentation
en cycles permet au contraire de souligner une structure sous-jacente dans la permutation. C’est
cette structure qui est exploitée pour le codage des cartes combinatoires.

Mais la structure cyclique n’est pas la seule que ’on peut mettre en évidence dans une permu-
tation. Il existe en fait d’autres manieres de représenter les permutations qui mettent en évidence
certaines structures implicites dans ces objets. Cette these utilisera deux représentations de ce type.

Comme on ’a déja mentionné au paragraphe 1.1.2, on peut associer a toute permutation son
graphe d’inversions, aussi appelé plus simplement graphe de permutation. Cette structure sera
définie page 70, et elle sera utilisée ponctuellement dans ce manuscrit, le plus souvent pour mettre
en parallele des problemes sur les graphes avec leur pendant dans le contexte des permutations.

Il faut remarquer qu’il est impropre de parler de représentation d’une permutation par son
graphe de permutation, car plusieurs permutations peuvent correspondre au méme graphe. Pour
corriger le caractére non injectif de la construction du graphe de permutation, on peut choisir
d’étiqueter chaque sommet du graphe par la valeur de I’élément de la permutation qu’il code. La
difficulté est alors reportée sur la détermination des étiquetages admissibles pour tout graphe de
permutation.

La représentation structurée des permutations qui est au coeur du travail présenté ici est la
structure d’arbre de décomposition des permutations. Elle est utilisée dans chaque chapitre, a
I’exception du présent chapitre et du chapitre 6.

Les arbres de décomposition seront définis en détail au chapitre 2. Cependant, comme cette
these met en jeu plusieurs familles d’arbres, dans différents paragraphes, on rappelle des & présent
la définition d’un arbre, formulée de maniere récursive.

Définition 1.8. Un arbre 7 est soit réduit a une feuille, soit la donnée d’une racine r et de k > 1
arbres 71, ...,7;. Si 7 est réduit a une feuille, celle-ci est aussi appelée racine de 7.

Les neeuds de 7 sont sa racine et les noeuds des arbres 71, ..., 7} s’ils existent. Un noeud de 7,
8’il n’est pas une feuille, est appelé neud interne de 7.

Les racines r; des arbres 7; sont appelés les fils de r, et r est le pére de chaque r;. Les descendants
d’un neeud v de 7 sont obtenus en itérant la relation fils & partir de v.

Le sous-arbre de T enraciné en r; est 7;, et récursivement, pour tout nceud v de 7, le sous-arbre
enraciné en v est la restriction de 7 aux descendants de v.

Le nombre k de fils d’un nceud v de 'arbre 7 est appelé I'arité de v. Une feuille est donc un
nceud d’arité 0.

On distinguera les arbres plans des arbres non ordonnés : un arbre 7 est plan si, pour tout
nceud interne de 7', ses fils sont totalement ordonnés (de gauche a droite) ; au contraire, un arbre
est non ordonné si pour tout noeud interne v, il n’y a pas d’ordre entre les fils de v.

Sauf mention du contraire, on considere des arbres finis, c’est-a-dire ayant un nombre fini de
neceuds.

La structure d’arbre de décomposition pour représenter les permutations a été introduite indé-
pendamment dans un contexte algorithmique (sous le nom d’arbre des intervalles communs), et
dans le cadre de I’étude combinatoire des permutations (a travers la décomposition par substitution).
Le chapitre 2 est exclusivement consacré a cette représentation des permutations et aux concepts
qui s’y rattachent. On tente d’y unifier les connaissances sur ces objets obtenues dans les deux
communautés algorithmique et combinatoire.

Comme pour les graphes de permutation, les arbres de décomposition, s’ils ne sont pas étiquetés,
ne sont pas une représentation des permutations, au sens ou plusieurs permutations ont le méme

14
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arbre de décomposition. Cependant, il est immédiat de décrire les étiquetages admissibles d’un arbre
de décomposition, et la correspondance entre permutations et arbres de décomposition étiquetés
est bijective. Cela fait de ces objets une représentation des permutations, qui est en outre utilisable
en pratique.

1.2 Motifs dans les permutations et classes de permutations

Plus qu’aux permutations en tant qu’objets, cette these s’intéresse a des classes de permutations,
c’est-a-dire a des ensembles de permutations qui sont fermés par le bas pour la relation de motif.
On définit ici ces notions, et on donne quelques unes de leurs propriétés essentielles.

1.2.1 Notion de motif dans les permutations

La notion de motif dans les permutations est définie de sorte a transporter dans ce contexte la
notion de sous-mot dans les mots.

Définition 1.9. Un sous-mot d’'un mot w = wiws...w, sur un alphabet fini ¥ est un mot
v = v1ve ...V, sur le méme alphabet, tel qu’il existe des entiers 1 < i1 < io < ... < 7 < n vérifiant
que pour tout j € [1..k], w;; = vj.

Dans le cas des mots, toute sous-séquence w;, wj, . .. w;, d’'un mot w sur I’alphabet ¥ est un mot
sur le méme alphabet. On souhaite que de la méme maniére un motif d’une permutation de S soit
aussi une permutation de §. Si on définissait un motif d’une permutation, en copiant la définition de
sous-mot, comme une sous-séquence extraite, ¢a ne serait pas le cas : les entiers de la sous-séquence
extraite de la permutation n’aurait aucune raison de former un intervalle du type [1..k]. Il faut
donc disposer d’une opération qui transforme toute sous-séquence extraite d’'une permutation de S
en une permutation de S.

Définition 1.10. Deux séquences de k entiers distincts ¢ = o109...0; et T = T7o... 7, sont
isomorphes en ordre si pour tout ¢,j € [1..k], on a 0; < o; si et seulement si 7; < 7;.

Exemple 1.11. Par exemple, les deux séquences 536749 et 415728 sont isomorphes en ordre.

Pour toute séquence d’entiers distincts, parmi toutes celles qui lui sont isomorphes en ordre,
on peut en distinguer une particuliere, définie de manieére unique, et que ’on peut voir comme un
représentant d’un ensemble de séquences d’entiers distincts toutes isomorphes en ordre.

Définition 1.12. Pour toute séquence o = 0109 .. .0} de k entiers distincts, la normalisation de o
est la permutation de S qui est isomorphe en ordre a 0. En d’autres termes, dans la normalisation
de o, le i-eme plus petit élément de o est remplacé par i.

Exemple 1.13. Les deux séquences 536749 et 415728 ont la méme normalisation : la permu-
tation 314526 € Sg.

Cette opération de normalisation transforme donc de maniére canonique toute séquence d’entiers
distincts en une permutation de méme taille. Elle permet de définir les motifs dans les permutations :

Définition 1.14. Une permutation o € S est motif d’une permutation 7 € S,, ce que ’'on note
o X 1, s’ll existe des entiers 1 < 71 < 19 < ... < i < n tels que la séquence d’entiers distincts
TiyTiy - - - Ti,, €t isomorphe en ordre a o. La séquence 7;, 7, ... T;, est appelée une occurrence de o
dans .

Lorsque o < 7, on dira aussi que 7 contient o. Dans le cas contraire, on dira que 7 évite o.
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Chapitre 1. Classes de permutations

Exemple 1.15. La permutation o = 312 est un motif de 7 =426153, et les 4 occurrences de o
dans 7 sont 423,413,615 et 613. La permutation 7 contient donc ¢. En revanche, elle évite le
motif 423 1.

Remarque 1.16. On remarque immédiatement que la relation de motif < est réflexive, transitive
et antisymétrique : il s’agit donc d’une relation d’ordre partiel sur §. On utilisera parfois la relation
d’ordre strict associée : on notera o < 7 lorsque o X 7 et o # T.

Dans la définition 1.14, certains éléments (ici, 73,7, . . . 73, ) de la permutation 7 sont sélectionnés,
et la normalisation de la séquence associée a ces éléments définit un motif de 7. Mais on peut avoir
le point de vue inverse, et voir un motif comme obtenu apres la suppression de certains éléments
de 7 (en l'occurrence, tous sauf 7;, 7, ... 7, ). On définit ci-apres la suppression d'un élément dans
une permutation :

Définition 1.17. La suppression d’un élément j dans une permutation o de taille k est la permu-
tation obtenue apres normalisation de la sous-séquence extraite de o ou seul I’élément de valeur j
n’est pas conservé.

Exemple 1.18. La suppression de I’élément 4 dans la permutation 314526 € Sg donne la per-
mutation 31425 € Ss.

La suppression de plusieurs éléments peut étre définie de maniere analogue, avec une unique
étape de normalisation a la fin. Mais on s’apercoit aisément que le résultat obtenu en procédant
a des suppressions successives d'un élément (chacune associée & une normalisation) est identique.
En particulier, la permutation obtenue ne dépend pas de l'ordre dans lequel les éléments sont
supprimés. On propose seulement la définition de la suppression d’un unique élément, car c’est de
cette opération dont il sera fait usage dans le paragraphe 6.3.2 du chapitre 6.

La notion de motif se visualise aussi tres bien sur la représentation graphique des permutations.
Pour décrire un motif d’'une permutation o, on efface une partie des points sur la représentation
graphique de o, et on supprime de la grille les colonnes et les lignes correspondantes. On obtient
ainsi la représentation graphique d’un motif de o.

[ J
[ J

° ° e

° ° b

. .
([ ([
La permutation = Suppression de certains c=312
T=426153. points de 7. est motif de 7.

F1G. 1.3 — La notion de motif sur la représentation graphique des permutations.

1.2.2 Les classes de permutations et leurs bases

Muni de la notion de motif, on peut & présent définir les classes de permutations :

Définition 1.19. Une classe C de permutations est un ensemble de permutations stable (ou fermé
par le bas) pour la relation de motif <. C’est-a-dire que pour toute permutation 7 € C, et pour
tout motif o de 7, o appartient aussi a la classe C.

On peut définir des classes de permutations par motifs exclus.
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Définition 1.20. Fixant un ensemble B de permutations (les motifs exclus), on considere les permu-
tations qui ne contiennent aucune occurrence d’aucun motif o € B. L’ensemble de ces permutations

est noté S(B).
Proposition 1.21. Pour tout ensemble B, S(B) est une classe de permutations.

Démonstration. 11 faut vérifier que S(B) est bien un ensemble stable pour la relation de motif. Soit
donc 7 € §(B) et o < 7. Par transitivité, si o contient un motif de B, alors il en est de méme pour
7, ce qui est interdit par la définition de S(B). Donc ¢ ne contient aucun motif de B, démontrant
le résultat annoncé. O

Pour permettre de définir avec unicité ’ensemble B de motifs exclus qui caractérise la classe de
permutations S(B), il faut s’assurer qu’il n’y a aucune relation de motif entre les éléments de B :
si deux motifs distincts o et 7 appartiennent a B, alors on ne doit avoir ni ¢ < 7, ni 7 < 0. En
effet, dans I’éventualité ou on choisirait un ensemble B contenant deux permutations o et 7 telles
que o < T, les permutations évitant les motifs de B seraient les mémes que celles évitant les motifs
de B\ {7}, puisque dans toute occurrence de 7 apparait nécessairement une occurrence de o.

Les ensembles de permutations deux a deux incomparables (pour <) sont appelés des antichaines
de permutations. Dans la définition 1.20, la classe de permutations S(B) ne peut donc étre cara-
ctérisée par ’ensemble B de motifs exclus que dans le cas ot B est une antichaine de permutations.
La proposition suivante montre que cette condition sur B est aussi suffisante.

Proposition 1.22. Etant donnée une classe de permutations C = S(By) = S(Bs) décrite par deuz
ensembles By et By de motifs exclus, si By et By sont des antichaines, alors By = Bs.

Démonstration. On montre que B1 C By, I'autre inclusion se démontrant de la méme maniere. Soit
o € By. Alors o ¢ C, de sorte que o doit contenir une occurrence d’un motif de Bs. Il existe donc
T € By tel que 7 < 0. De la méme manieére, comme 7 € B, on a 7 ¢ C, et donc il existe un motif
p de B; tel que p X 7. Les deux motifs p et o appartiennent donc a B; et satisfont p < 7 < 0.
Comme Bj est une antichaine, on déduit que p = o, et donc p = 0 = 7. Le motif 7 appartenant a
By, on conclut que o € Bs. O

La proposition 1.22 autorise donc la définition suivante :

Définition 1.23. Lorsque c’est une antichaine, I’ensemble B de motifs exclus décrivant la classe
S(B) est unique. Il est appelé la base de la classe de permutations S(B).

Remarque 1.24. Dans toute cette these, lorsqu’on considére une classe de permutations S(B), on
sous-entendra toujours que B est la base de cette classe.

La terminologie de base peut préter a confusion : contrairement aux bases des espaces vectoriels
par exemple, les éléments de la base d’une classe de permutations S(B) n’appartiennent pas a la
classe.

A priori, il peut sembler que les classes S(B) données par leur base B de motifs exclus sont
plus restreintes que les classes de permutations, en toute généralité. En étudiant cette question, on
s’apercgoit que c’est exactement le contraire qui se produit : toute classe de permutations, méme
si elle n’est pas explicitement donnée sous la forme S(B), peut étre décrite par sa base de motifs
exclus. Cette base est formée des éléments minimaux (au sens de <) qui n’appartiennent pas a la
classe.

Théoreme 1.25. Tout classe C de permutations peut étre caractérisée par sa base B de motifs
exclus, qui est unique. B est l'ensemble des permutations n’appartenant pas a C et minimales (au
sens de <) pour ce critéere. Plus formellement,

B={r¢C:VYo<71,0€C}.
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Démonstration. On considere une classe C de permutations, c’est-a-dire un ensemble stable pour
la relation de motif <. On pose B= {7 ¢ C : Vo < 7,0 € C}. Il est clair de B est une antichaine, et
on prouve que C = S(B).

On considere d’abord une permutation 7 ¢ S(B). Il existe alors un motif 7 € B tel que 7 < 7.
Puisque 7 € B, on déduit que 7 ¢ C, et sachant que C est stable pour la relation <, puisque 7 < 7,
on obtient que 7 ¢ C.

A Tinverse, si 7 ¢ C, alors soit w € B (et par conséquent 7 ¢ S(B)), soit il existe un motif o < 7
tel que o ¢ C. Dans ce second cas, on procéde par récurrence pour se ramener au premier cas, et
ainsi prouver que m ¢ S(B).

L’unicité de la base est assurée par la proposition 1.22. ]

On peut remarquer que la base d’une classe de permutations n’a a priori aucune raison d’étre
finie. Bien que les bases des classes de permutations considérées dans la littérature soient souvent
finies (voir le paragraphe 1.5), il existe des classes dont on sait que la base est infinie. C’est par
exemple le cas pour la classe des permutations en épingles qu’on étudiera dans le chapitre 8,
paragraphe 8.5. On verra qu’on peut construire une antichaine infinie de permutations qui ne sont
pas en épingles, mais telles que tous leurs motifs stricts le soient.

1.3 Trois opérations sur les permutations, qui conservent les mo-
tifs

Il est classique de définir trois opérations sur les permutations, qui se comportent bien vis-a-vis
de la relation de motif : il s’agit des opérations de miroir, de complément et d’inverse.

" son complément

Définition 1.26. Pour toute permutation o € S, son miroir (ou renversé) o
o¢, et son inverse o~ ! sont définies comme suit :

— pour tout i € [1.n],0"(i) = o(n+ 1 —1),

— pour tout i € [1..n],0°(i1) =n+1—0(i),

— pour tout i € [1..n],071(i) = j ot1 j est I'entier tel que o(j) = i.

L’inverse telle que définie dans la définition 1.26 correspond a la fonction réciproque de o dans
le groupe symétrique, c’est-a-dire qu’il s’agit bien de I'inverse de ¢ au sens de la théorie des groupes.
Le miroir correspond a une lecture de droite a gauche de la permutation.

Les opérations de miroir, de complément et d’inverse correspondent, sur la représentation
graphique des permutations, & des symétries du carré, comme illustré sur la figure 1.4. Le miroir
correspond & une symétrie d’axe vertical, le complément a une symétrie d’axe horizontal, et I'inverse
a une symétrie par rapport a la premiere diagonale.

En composant ces trois opérations, on peut obtenir un ensemble de permutations & partir d’une
permutation donnée o. Ce sont celles dont la représentation graphique peut étre obtenue a partir de
celle de o en appliquant des symétries du carré. L’ensemble de permutations obtenues est cependant
limité par les relations qui lient ces transformations (visualisées comme symétries du carré ou comme
opérations sur les permutations) les unes aux autres.

Proposition 1.27. Pour toute permutation o, on a les identités suivantes :
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[ ] [ ] [ ]
[ J [ ]
[ ] [ ] [ ]
([ ] ([ ] [ ]
[ ] [ J [ J
[ ] [ ] [ ]
| | |
miroir complément inverse
! l l
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]
([ ] [ ] ([ ]
[ ] [ J [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]

F1G. 1.4 — Les opérations de miroir, de complément et d’inverse, sur la représentation graphique
des permutations.

Démonstration. Chacune de ces identités se vérifie sans difficulté, par exemple sur la représentation

standard en une ligne des permutations, ou plus facilement encore sur leur représentation graphique.
O

I1 est connu que le groupe des symétries du carré (ou groupe diédral Dy4) contient 8 éléments.
En appliquant les 8 transformations correspondantes a une permutation o, on obtient un ensemble
d’au plus 8 permutations, appelé classe de symétrie de 0. Une maniere de décrire cet ensemble de
permutations est la suivante :

Définition 1.28. La classe de symétrie de o est ’ensemble de permutations

{0_7 0_7-7 O'C, 0_71’ 0,7‘67 (0,7“)*1’ (O’C)il, (Urc)*l}.

Avec la proposition 1.27, on peut vérifier que I’application d’une opération (miroir, complément
ou inverse) sur I'un des 8 éléments de cet ensemble donne bien un élément de ’ensemble. On peut
aussi vérifier que ces 8 éléments sont a priori distincts. Mais il est possible que dans certains cas,
la méme permutation soit représentée plusieurs fois dans cet ensemble. Dans ce cas, la classe de
symétrie considérée est de cardinal 1, 2 ou 4.

Exemple 1.29.

L’unique permutation dont la classe de symétrie est de taille 1 est la permutation 1 € S7.

La classe de symétrie de 2413 est {2413,3142}, et a donc cardinal 2.

La classe de symétrie de 241635, de cardinal 4, est {241635,536142,315264,462513}.

Une classe de symétrie de cardinal 8 est celle de 52416 3, qui est formée de ’ensemble des 8 permu-
tations suivantes : {524163,361425,253614,426315,416352,351462,513624,264153}.

Les opérations de miroir, de complément et d’inverse ont de bonnes propriétés vis-a-vis de la
relation de motif :
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LA 1A

O.T T?"’

Proposition 1.30 ([SS85]). Pour toutes permutations o et T, si ¢ =< T, alors § o < 7°,
-1 -1

o X1

Démonstration. La propriété 1.30 est évidente sur la représentation graphique des permutations.
On peut cependant aussi la démontrer facilement sur leur représentation en une ligne.

Par définition, comme o < 7, en notant k et n les tailles respectives de o et 7, il existe des
entiers 1 < i1 < i < ... <14 < n tels que 73,7, ... T, soit isomorphe en ordre a . On démontre

C C C 3 hY C
T\ Tiy - - - Ti, est isomorphe en ordre a o,

; 4 r r r : N AT
alors sans difficulté que Tht1—ip - - Titl—isTnt1—i, €St isomorphe en ordre a o”,

7’;17'];1 e 7'];1 est isomorphe en ordre & o1,
ou les entiers 1 < j; < ja2 < ... < jx < n sont définis par {iy,da,...,i;} = {7']:1,7'];1, .. ,7'].;1 . O

La stabilité de la notion de motif a travers les trois opérations de miroir, de complément et
d’inverse permet de définir des classes dites symétriques d'une classe de permutations C, et de
décrire leurs bases a partir de la base de C.

Définition 1.31. Etant donnée une classe C de permutations, ses classes symétriques sont les
classes obtenues en appliquant une méme transformation (miroir, complément, inverse, ou une
transformation composée a partir de celles-ci) sur chaque permutation de la classe. Par exemple,
la classe miroir de C est C" = {0" : 0 € C}.

De méme que la classe de symétrie d’'une permutation donnée contient au plus 8 éléments,
chaque classe de permutations a au plus 8 classes symétriques.

On peut en outre caractériser la base des classes symétriques de C a partir de la base de la
classe C :

Proposition 1.32. On considére une classe C = S(B), et une de ses classes symétriques Ct obtenue
par application d’une transformation t & toutes les permutations de C. Alors Ct = S(BY), ou Bt =
{ot: 0 € B}.

Démonstration. Pour démontrer ce résultat, il suffit de s’apercevoir que la proposition 1.30, as-
sociée au fait que les transformations de miroir, complément et inverse satisfont (UT)T = (UC)C =
(0*1)71 = o0, donne en fait une équivalence entre les quatre propriétés o < 7, 0" X 7", 0¢ <X 7¢ et

0.—1 j 7_—1. O

Cela implique que I’étude de deux classes symétriques, en particulier du point de vue énumératif,
est redondante : les propriétés d’une classe se transportent directement a ses classes symétriques, via
les opérations de miroir, complément, inverse et leurs composées. On reviendra sur les transports
de propriétés énumératives d’une classe a ses symétriques dans le paragraphe 1.5.

1.4 Quelques problématiques combinatoires et algorithmiques de
I’étude des classes de permutations

On présente maintenant quelques problématiques générales, adoptées dans la littérature et dans
cette these, pour I’étude des classes de permutations.
1.4.1 Problemes d’énumération et conjecture de Stanley-Wilf

Etant donnée une classe C de permutations, une premiere question qu’il est naturel de se poser
est celle de I’énumération de la classe C : pour tout n € N, combien y a-t-il de permutations de
taille n dans la classe C 7

20



1.4. Quelques problématiques combinatoires et algorithmiques de I’étude des classes de permutations

Pour toute classe C de permutations, on notera C,, = C NS, ’ensemble des permutations de
taille n dans C. On s’intéresse donc a estimer le cardinal de C,, en fonction de n, pour toute classe
C. Cette question a été étudiée pour de nombreuses classes C = S(B) données par leur base, comme
on le verra au paragraphe 1.5.

Avec une vision plus globale, R. P. Stanley et H. S. Wilf ont conjecturé au début des années
1990 que, pour toute classe C, il existe une constante c telle que pour tout n € N, |C,| < ¢". 1l existe
en fait une conjecture plus forte (c’est méme cette version forte qui a été formulée au départ par
R. P. Stanley et H. S. Wilf) qui propose que pour tout motif o, en notant C = S(0), la suite |Cn|% a
une limite, qui est finie, lorsque n — oo. R. Arratia a démontré dans [Arr99] que ces deux versions
de la conjecture sont en fait équivalentes lorsque la base B de la classe contient un unique motif.
Le probleme de 'existence de la limite de |C,,|» pour les classes C dont la base n’est pas réduite a
un motif reste ouvert.

Parallelement, des avancées dans la preuve de cette conjecture ont été obtenues par M. Béna,
qui I’a démontrée dans [B6n99] pour des motifs exclus restreints (les layered permutations), ou de
taille 4 [B6n97]. Mais la clé qui a permis de démontrer la conjecture dans le cas général a été trouvée
par M. Klazar, qui montre dans [Kla00] que la conjecture de Fiiredi-Hajnal sur les matrices 0/1
implique la conjecture de Stanley-Wilf.

La démonstration de la conjecture de Fiiredi-Hajnal a été donnée quatre années plus tard, par
A. Marcus et G. Tardos dans [MTO04], et est étonnamment simple pour une preuve recherchée
pendant 15 ans. Néanmoins, le résultat obtenu est sans aucun doute le résultat majeur de ces
dernieres années dans I’étude combinatoire des classes de permutations :

Théoréme 1.33 (Conjecture de Stanley-Wilf, Théoreme de Marcus-Tardos).
Pour toute classe C de permutations, il existe une constante c telle que pour tout n € N, |Cy| < ™.

En particulier, en comparaison du nombre n! de permutations de taille n, toute classe de per-
mutations contient une fraction asymptotiquement négligeable de 'ensemble de toutes les permu-
tations.

Le sujet n’est pas clos pour autant. Les recherches sur ’énumération des classes de permutations
dans leur ensemble se portent maintenant sur les estimations de la valeur de la constante ¢ du
théoreme 1.33, en particulier quand la classe C est définie par un unique motif exclu o. Lorsque
C = S(o), on cherche une borne sur ¢ = ¢(o) en fonction de la taille k£ de o.

Dans la preuve de A. Marcus et G. Tardos, la borne obtenue est tres large : ¢(o) < 152k4(kk2).
Cette borne a été améliorée par M. Béna dans [Bén04b], puis par J. Cibulka dans [Cib09], pour
atteindre pO(klogk) pour une constante b. Les valeurs obtenues restent cependant exponentielles en
k, et sont donc encore bien au dela des bornes polynomiales (et méme quadratiques) en k qui sont
conjecturées.

La conjecture la plus fameuse dans ce domaine est due & R. Arratia, et prétend que c(o) <
(k — 1)2. Cette conjecture est entre autre étayée par le fait que c¢(12...%) = (k — 1)? [Reg81]. Les
efforts déployés pour démontrer cette conjecture n’ont jamais abouti, et pour cause. La conjecture
d’Arratia a été infirmée par M.H. Albert, M. Elder, A. Rechnitzer, P. Westcott et M. Zabrocki dans
[AER106], ot il est démontré que ¢(4231) > 9.47.

1.4.2 Décider Pappartenance a une classe

Dans une étude des classes de permutations d’'un point de vue algorithmique, un des premiers
problemes & envisager est celui du test d’appartenance & une classe. Etant donnée une classe C de
permutations, on veut pouvoir décider, pour toute permutation 7, si 7 € C, et dans la mesure du
possible le décider efficacement.

On peut d’abord remarquer que, lorsqu’une classe C est décrite par sa base B de motifs exclus,
et qu’en outre cette base est finie, un algorithme naif de test d’appartenance a la classe C est obtenu
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en effectuant plusieurs tests d’occurrence de motif. En effet, pour tester si une permutation 7 € C,
il suffit de vérifier, pour chaque motif de B, que ce motif ne posseéde aucune occurrence dans 7.

Toujours naivement, pour tester si un motif o de taille k£ possede une occurrence dans une
permutation 7 de taille n, il suffit d’examiner chaque sous-séquence de k éléments extraite de 7, et
de tester si elle est isomorphe en ordre a o.

Avec ces deux idées, lorsqu’une classe C est donnée par sa base finie B de motifs exclus, on
obtient donc un algorithme de test d’appartenance & C de complexité O(m - k - n¥), les parametres
k, m et n désignant respectivement la taille maximale d’un élément de B, le nombre d’éléments
de B, et la taille de la permutation 7 dont on veut tester I'appartenance a C. Le facteur k est
da a la normalisation de chaque sous-séquence extraite de 7, comme cela sera expliqué plus en
détails page 68. On verra aussi dans le paragraphe 3.1.4 une méthode proposée dans [AAAHO1]
pour accélérer la recherche d’occurrence d’un motif dans une permutation.

La procédure naive décrite ici est d’une complexité élevée, et donc peu satisfaisante. Pour cer-
taines classes de permutations, des algorithmes de test d’appartenance spécifiques ont été développés,
et permettent de résoudre ce probleme beaucoup plus efficacement. On peut citer par exemple
la classe §(231) des permutations triables par pile, ou la classe §(2413,3142) des permutations
séparables. Pour ces deux classes, les algorithmes ad hoc de test d’appartenance ont une complexité
en O(n), & comparer & O(n3) ou O(n?) pour I'algorithme naif.

Les algorithmes linéaires de reconnaissance des permutations triables par pile et des permuta-
tions séparables sont brievement présentés dans cette theése, respectivement dans les paragraphes
4.1.3 et 3.2.1. De plus amples détails peuvent étre trouvés dans [Knu73, BBLIS].

Un défaut majeur de l'algorithme naif de test d’appartenance présenté ci-dessus est qu’il ne
s’applique qu’a des classes dont on connait la base de motifs exclus, et dans le cas ou cette base est
finie. On peut donc se demander s’il est possible d’identifier les classes qui ont une base finie, et le
cas échéant de calculer cette base.

Une premiére ébauche de caractérisation a été proposée dans [AMRO02], ou M. D. Atkinson,
M. Murphy et N. Ruskuc s’intéressent aux classes possédant la propriété de base finie forte (strongly
finitely based classes en anglais). Ces classes sont celles possédant une base finie, et dont toutes les
sous-classes ont aussi une base finie.

Plus récemment, M. H. Albert et M.D. Atkinson ont donné une condition suffisante pour qu’une
classe ait une base finie [AA05] : il suffit qu’elle contienne un nombre fini de permutations simples.
On peut remarquer que cette condition est aussi suffisante pour que la classe de permutations ait
une série génératrice algébrique.

Suite & ce résultat, R. Brignall, N. Ruskuc et V. Vatter ont décrit dans [BRV08] une procédure
décidant si une classe contient un nombre fini de permutations simples. Malheureusement, cette
procédure suppose que la classe de permutations soit donnée par sa base finie. Elle fournit donc un
moyen effectif de tester une condition suffisante pour qu’une classe de permutation, donnée par sa
base finie, ait une série génératrice algébrique, mais ne permet pas de tester que sa base soit finie.

Ces conditions suffisantes d’algébricité et les procédures effectives pour les tester seront étudiées
plus en détails dans la partie IV de la these.

1.4.3 Conception d’algorithmes efficaces

Comme tous les champs de 'algorithmique, celle des permutations regorge de problemes de
complexités variées, et les problemes qui nous intéressent principalement dans ce paragraphe sont
les problemes N P-difficiles sur les permutations. Il est communément admis qu’il n’existe pas
d’algorithmes polynomiaux résolvant ces problemes en toute généralité, mais on peut imaginer les
restreindre grace a des classes de permutations, de sorte & rendre les sous-problémes ainsi définis
résolubles en temps polynomial.

Des exemples de tels problemes seront étudiés dans la partie II de cette these : il s’agit des
problemes de recherche d’occurrence d’un motif dans une permutation, et de recherche de plus
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grand motif commun & un ensemble de permutations. La recherche d’occurrence de motif est un
probleme N P-complet [BBL9S8], ce qui implique que la recherche de plus grand motif commun
est N P-difficile. Cependant, on verra qu’en restreignant les permutations en entrée ou le motif
recherché a la classe des permutations séparables, on peut donner des solutions par des algorithmes
polynomiaux aux sous-problemes obtenus. Les restrictions peuvent porter aussi bien sur les entrées
du probléeme (recherche d’occurrence d’un motif séparable dans une permutation quelconque, au
paragraphe 3.3) que sur le résultat attendu en sortie (recherche de plus grand motif séparable
commun a deux permutations quelconques, au paragraphe 5.1).

La restriction de problemes N P-difficiles a des classes de permutations, dans le but d’obtenir
des sous-problemes polynomiaux, peut paraitre artificielle et injustifiée. Dans certains contextes,
ces restrictions sont au contraire tout a fait pertinentes. C’est en particulier le cas lorsque les
permutations modélisent d’autres objets, et que la classe de permutations considérée correspond a
une contrainte sur les objets qui s’avere naturelle dans le modele étudié.

Par exemple, le chapitre 7 s’intéresse au probleme de calcul de scénarios parfaits de tri par
renversements de permutations signées. Ce probleme est N P-difficile en général [FV04], mais l'al-
gorithme FPT proposé par S. Bérard, A. Bergeron, C. Chauve et C. Paul dans [BBCPO07| est
polynomial lorsque les entrées du probleme sont restreintes a la classe des permutations séparables
(signées). Or le probléme du tri parfait par renversements trouve ses motivations dans 1’étude de
I’évolution des génomes, et dans ce contexte, la plupart des données biologiques observées correspon-
dent & des permutations séparables. Ainsi, la restriction du probléeme a la classe des permutations
séparables est tres judicieuse ici : elle est parfaitement justifiée par le modele et permet d’obtenir
un algorithme polynomial, pour un probleme qui resterait N P-difficile si 'on n’introduisait pas
cette restriction.

1.4.4 Décrire une classe sans connaitre sa base

Hormis quelques travaux récents, la plupart des recherches sur les classes de permutations
portent sur des classes décrites par une base finie de motifs exclus. Mais cette description (quand
elle est possible, la base d’une classe pouvant étre infinie) n’est pas toujours la plus naturelle pour
définir une classe de permutations. On rappelle qu'une classe de permutations n’est pas autre chose
qu’un ensemble de permutations stable pour la relation de motif. Il suffit donc pour décrire une
classe de permutations de se donner une propriété stable pour la relation de motif, et de définir la
classe comme ’ensemble des permutations satisfaisant cette propriété.

Le premier exemple de classe décrite de cette facon est di a D. E. Knuth, qui définit dans
[Knu73] les permutations triables par une pile. La propriété d’étre triable par une pile se transmet
naturellement d’une permutation a tous les motifs qu’elle contient, permettant de parler de classe
de permutations. Cette classe sera présentée plus en détails dans le paragraphe 4.1.3.

Plus récemment, d’autres classes définies par une propriété ont été considérées. Les permuta-
tions séparables peuvent étre décrites comme celles qui possedent un arbre de séparation, cette
propriété passant directement aux motifs : on reviendra abondamment sur la classe des permuta-
tions séparables dans la partie II de ce travail.

L’idée de D. E. Knuth de considérer les permutations triables par une pile peut étre renversée,
pour étudier les permutations obtenues apres un passage d’une permutation identité par une pile. En
s’inspirant de cette idée, mais de maniere plus générale, M. H. Albert, R. E. L. Aldred, M. D. Atkin-
son, H. P. van Ditmarsch, C. C. Handley, D. A. Hotlon et D. J. McCaughan se sont intéressés aux
permutations obtenues en sortie d’un dispositif de mélange, prenant en entrée une permutation
identité. Le formalisme des permuting machines a été introduit dans [AAAT07] pour mener une
étude des classes de permutations ainsi définies.

Des classes de permutations ont aussi été définies en se donnant des classes plus simples, et
un moyen de les mélanger. Par exemple, M. D. Atkinson examine dans [Atk99] les permutations
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qui sont le “mélange” de deux permutations croissantes, ou d’une permutation croissante et d’une
décroissante. Toujours dans 'idée de construire des classes au moyen de classes plus petites, des
efforts ont été menés pour ’étude du produit de substitution (ou produit en couronne) sur les classes
de permutations [AS02, Bri07, par exemple]. Une présentation formelle de cette opération sur les
classes de permutations sera donnée au paragraphe 2.4.

Avec tout 'intérét qui est porté actuellement a ’étude des permutations représentées graphique-
ment, il est naturel aussi que des classes de permutations aient été définies par des propriétés de
leurs représentations graphiques. C’est le cas par exemple de la classe des permutations en épingles,
qui est au centre de 1’étude menée dans la partie IV de cette these.

Il existe donc de nombreuses facons de définir une classe de permutations autrement qu’en se
donnant un ensemble de motifs exclus. A I'heure actuelle, on dispose de peu d’outils pour 'étude
de ces classes de permutations, définies ainsi de maniere “non standard”. Pour pouvoir étudier ces
classes, une premiere étape consiste souvent a donner une caractérisation des permutations de la
classe, autrement que par la propriété qui la définit. On cherchera des caractérisations peut-étre
moins naturelles au départ, mais qui se prétent mieux a des manipulations combinatoires.

Dans certains cas, il est possible de calculer la base de la classe a partir de la propriété qui la
définit, et ainsi de disposer de toutes les techniques pour ’étude des permutations a motifs exclus.
C’est par exemple ce qui se passe pour les permutations triables par pile (évitant 231) ou séparables
(évitant 2413 et 3142). Cependant, les situations ou ce type de caractérisation aboutit sont rares,
et limitées théoriquement par le fait que les classes de permutations peuvent avoir des bases infinies
de motifs exclus. Une question cruciale en ce sens est de pouvoir déterminer si une classe possede
ou non une base finie. Ce probleme n’est pas complétement résolu, mais des outils ou criteres de
décision ont été proposés dans [AS02, AAO5].

Dans d’autres cas, on peut proposer une description récursive des permutations appartenant a
la classe. Les objets définis récursivement sont tres répandus en combinatoire, et si ’on trouve une
telle caractérisation des permutations de la classe, on peut profiter de techniques éprouvées pour
en mener 1’étude. C’est par exemple de cette maniere qu’on pourra calculer la série génératrice
d’énumération des permutations en épingles dans la partie IV.

L’étude des classes de permutations dont la base n’est pas connue est en tout cas un domaine
de recherche tres actuel, et on peut s’attendre a ce que soient développées dans les années a venir
de nouvelles techniques pour mener cette étude.

1.5 FEtude combinatoire des classes de permutations définies par
leur base : quelques pointeurs bibliographiques

On revient dans ce paragraphe a une approche plus classique d’étude de classes de permutations
définies par leur base finie de motifs exclus. Le but est de proposer au lecteur un panorama des
résultats existants, absolument non exhaustif, mais qui soit dans une certaine mesure représentatif
des types de résultats attendus, et des techniques utilisées pour y parvenir.

La these de O. Guibert [Gui95] présente un panorama beaucoup plus détaillé de 'état des
connaissances en combinatoire sur les permutations a motifs exclus en 1995. Outre les travaux de
O. Guibert sur certaines classes de permutations énumérées par des suites classiques (nombres de
Catalan, de Motzkin, de Pell, de Schroder, ...), et les bijections qu’il donne entre des classes de
permutations et d’autres objets classiques de combinatoire (certaines familles de cartes planaires,
tableaux de Young, combinaisons de mots de parentheses, arbres 1 — 2, permutations de Baxter,
permutations vexillaires, ...), cette these propose en annexe un catalogue qui répertorie tous les
résultats d’énumération connus a sa date de publication sur les permutations a motifs exclus, ou
en tout cas bon nombre d’entre eux.

Devant l'intérét croissant pour les permutations et leurs motifs, S. Kitaev et T. Mansour ont
proposé dans [KMO03] un survol des résultats connus dans ce domaine en 2003. On y trouve non
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seulement de nombreux éléments pour ’étude des permutations évitant des motifs, mais aussi des
aspects de ’analyse des permutations qui contiennent un nombre donné d’occurrences d’'un motif,
et un parallele entre motifs dans les permutations et motifs dans les mots.

Méme s’il manque tous les résultats récents dans ces références, et en particulier la preuve de
la conjecture de Stanley-Wilf, elles constituent une bonne premiere approche du domaine.

1.5.1 Motifs exclus de petite taille

Suite aux travaux de D. E. Knuth en 1973 caractérisant les permutations triables par pile comme
celles évitant le motif 231, un examen plus ou moins systématique des classes de permutations
définies par un ou plusieurs motif(s) exclu(s) de taille 3 ou 4 a été entrepris. Grace aux transferts
de propriétés d’'une classe de permutations a une autre, quand sont appliquées sur les motifs de
sa base des opérations composées & partir du miroir, du complément et de I’inverse, cette tache se
révele moins étendue que ce qu’on pourrait penser.

Les permutations de taille 3 se répartissent en deux classes de symétries : {123,321} et {132,213,
231, 312}. 11 suffit donc, modulo symétrie, d’étudier deux classes de permutations définies par exclu-
sion d’un seul motif de taille 3. Les premiers travaux sur S(123) remontent a P. A. MacMahon en
1915-1916 [Macl6], et comme on 'a déja mentionné plusieurs fois, c’est D. E. Knuth en 1973 dans
[Knu73| qui s’est intéressé le premier & la classe §(231). Dans les deux cas, la séquence d’énumération
des permutations de ces classes est donnée par les nombres de Catalan®. On mentionne aussi qu’il
existe des bijections permettant de passer de permutations évitant un motif o € {123,321} a celles
évitant un motif 7 € {132,213, 231,312}. Par exemple, les bijections entre S(321) et S(132) sont
rassemblées dans [CKO08].

Les classes de permutations S(Q) pour @ C S3 ont été étudiées exhaustivement par R. Simion
et F. Schmidt [SS85], d’un point de vue énumératif. Il est rendu compte de tous les résultats obtenus
en ce sens dans [KMO03]. On peut remarquer que pour deux motifs de taille 3 évités, il y a seulement
cing séquences d’énumération possibles.

Des résultats supplémentaires sur les motifs exclus de taille 3 ont été obtenus par V. Vatter
dans [Vat03], ou des contraintes viennent s’ajouter a l'exclusion d’un ou de plusieurs motifs de
taille 3. Deux possibilités en ce sens sont envisagées : I'exclusion d’un motif supplémentaire, de
taille arbitraire, ou l'obligation de contenir exactement une occurrence d’un motif, également de
taille arbitraire.

Sont considérées ensuite les classes S(o) pour o € Sy. Il y a sept classes de symétrie pour les
motifs de taille 4, mais il suffit en fait d’étudier trois motifs de taille 4, les autres donnant les mémes
séquences d’énumération. Pour une démonstration de ce résultat, et une étude énumérative des
classes correspondantes, on renvoie le lecteur & [B6n97| et ses références. Les classes de permutations
définies par exclusion d’un motif de taille 4 sont dans I’ensemble bien comprises, a une exception
notable pres. L’énumération des permutations évitant le motif 4231 (ou 1324) reste ouverte, et est
un sujet de recherche actif. Récemment, M. H. Albert, M. Elder, A. Rechnitzer, P. Westcott et
M. Zabrocki ont réfuté dans [AERT06] la conjecture d’Arratia sur la valeur de ¢ dans le théoréme
1.33, en donnant une borne inférieure sur le taux de croissance de la classe S(4231).

1.5.2 Généralisations de la notion de motifs exclus

Tout comme les permutations triables par une pile ont motivé 1’étude des permutations a
motifs exclus, c’est I’étude des permutations triables par plusieurs piles qui a été a l'origine de
la généralisation de la notion de motif dans les permutations.

Dans sa these [Wes90], J. West a défini les motifs barrés pour caractériser les permutations
triables par deux piles.

[[Les nombres de Catalan seront définis au chapitre 10, pour illustrer la définition et l'utilisation des séries
génératrices.
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Définition 1.34. Un motif barré o de S, est une permutation de S,, dont certains éléments sont
surmontés d’une barre.

est la
est la

Un tel motif code de maniére compacte deux permutations o et &, avec ¢ =< 7 :
permutation obtenue apres normalisation en supprimant les éléments barrés de o, et
permutation o ou toutes les barres ont été effacées.

g
[

Exemple 1.35. Par exemple, 0 = 21354 est un motif barré, qui code les deux permutations
g=2143et 3 =21354.

Définition 1.36. Une permutation 7 € S contient un motif barré o si toute occurrence (au sens
classique) de g dans 7 peut étre étendue en une occurrence de @.

Exemple 1.37. Par exemple, la permutation 7 = 214365 ne contient pas le motif barré o =
21354 : bien que l'occurrence 2165 de o = 2143 dans 7 puisse étre étendue en une occurrence
de @ =21354 (par exemple, 21365), les deux autres occurrences de ¢ dans 7, & savoir 2143 et
4365 ne peuvent pas étre étendues en occurrences de o.

Il faut bien remarquer que dans la définition 1.36 seul le motif a des éléments barrés. La per-
mutation 7 est une permutation de S, sans barres.

Les motifs barrés ont donc été introduits au départ pour caractériser les permutations triables
par deux piles, et J. West démontre dans [Wes90] que ces permutations sont celles évitant les
motifs 2341 et 35241. Depuis, de plus amples investigations sur les permutations évitant des
motifs barrés ont été entreprises. Pour s’en faire une idée, on pourra par exemple consulter [Pud],
qui regroupe tous les résultats d’énumération connus a ce jour pour les motifs barrés de taille au
plus 4, mais aussi pour certains ensembles de motifs barrés, et pour des motifs barrés de taille
supérieure a 4.

Une autre généralisation de la notion de motif est apparue au début des années 2000, pour tenir
compte des positions, contigiies ou non, des éléments utilisées par une occurrence d’un motif dans
une permutation. Ces motifs qui introduisent des contraintes d’adjacence entre éléments sont les
motifs a tirets.

Définition 1.38. Un motif a tirets de taille k est une permutation de Sy dans laquelle entre chaque
paire d’éléments a des positions consécutives peut figurer un tiret —.

Exemple 1.39. Un motif & tirets de taille 8 est 635 —1—28 —47.

Définition 1.40. Un motif a tirets o de taille k possede une occurrence dans la permutation 7 € S,
s’il possede une occurrence dans 7 au sens classique (il existe des entiers 1 <i; <i9 < ... < i <n
tels que la séquence d’entiers distincts 7;, 7, ... 7;, est isomorphe en ordre au motif o ol les tirets
ont été effacés), avec la contrainte supplémentaire que lorsque o; et ;41 ne sont pas séparés par
un tiret dans o, alors on doit avoir ;41 = 4; + 1.

Formulé autrement, cela signifie que les éléments qui sont contigus (c’est-a-dire qui ne sont pas
séparés par un tiret) dans le motif o doivent aussi étre contigus dans une occurrence de o.

Exemple 1.41. La permutation 34152 contient le motif ¢ = 23 — 1, comme en témoigne 1'oc-
currence 34 2. En revanche, la permutation 7 = 31542 ne contient pas le motif o : les deux seules
occurrences de 231 dans 7 sont 352 et 342, et dans les deux cas, les éléments correspondant aux
valeurs 2 et 3 de 231 ne sont pas & des positions consécutives dans .

La notation avec des tirets pour indiquer les éléments qui ne sont pas nécessairement adjacents
peut préter a confusion par rapport aux motifs standards. En effet, dans le contexte des motifs a
tirets, un motif o écrit sans aucun tiret indique que les occurrences de ce motif dans une permutation
7 doivent correspondre a des séquences d’entiers qui se trouvent a des positions consécutives dans
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7. Pour retrouver la notion d’occurrence d’un motif au sens classique, on doit faire figurer un tiret
entre chaque paire d’éléments de o a des positions consécutives.

Les motifs a tirets ont été définis par E. Babson et E. Steingrimsson dans [BS00a] pour étudier
les différents comportements possibles d’une famille de statistiques sur les permutations, dites
statistiques mahoniennes. Ces statistiques sont celles ayant la méme distribution que le nombre
d’inversions. Plusieurs statistiques mahoniennes avaient préalablement émergé dans la littérature :
le major index, connu des P. A. MacMahon, de nombreuses statistiques basées sur les descentes des
permutations (entre autre la statistique MAK de Foata et Zeilberger), la statistique de Denert et
les autres statistiques basées sur les excédances des permutations (c’est-a-dire les positions i telles
que o; > 1)...

La démarche de E. Babson et E. Steingrimsson a consisté a proposer une classification de ces
statistiques, en quatorze groupes, qui permettent d’expliquer les différences de comportement de la
plupart des statistiques mahoniennes connues.

Tres rapidement apres la définition des motifs a tirets, les questions d’énumération des permuta-
tions qui les évitent ont été envisagées. A. Claesson a résolu I’énumération des permutations évitant
un motif a tirets de taille 3 dans [Cla01], puis A. Claesson et T. Mansour ont donné I’énumération
des permutations évitant deux tels motifs dans [CMO05]. Les permutations évitant un ensemble de
trois motifs a tirets de taille 3 ont méme été considérées, et leur énumération est un résultat de
A. Bernini, L. Ferrari et R. Pinzani dans [BFP05].

Il a aussi été envisagé d’énumérer les permutations évitant des motifs a tirets en fonction de
leur taille et de la valeur d’un autre parametre. J’ai obtenu des résultats en ce sens en collaboration
avec Antonio Bernini et Luca Ferrari, publiés dans [BBFO07].

Un article récent de R. Brignall, S. B. Ekhad, R. Smith et V. Vatter a remis au gott du jour une
autre maniere de généraliser les permutations évitant des motifs. La définition classique de motif
est conservée, mais on étudie les permutations qui évitent presque les motifs considérés.

Plusieurs notions de “quasi-évitement” de motifs ont été proposées dans la littérature. Dans
[No096], J. Noonan étudie les permutations qui contiennent au plus un certain nombre r d’occur-
rences d'un motif exclu [Noo96]. Ces classes de permutations sont notées S(o="). Dans [BESV],
R. Brignall, S. B. Ekhad, R. Smith et V. Vatter ont une définition différente du quasi-évitement :
ils étudient les permutations qui évitent un motif, a la suppression de r éléments de la permutation
preés. La notation adoptée pour les classes ainsi définies est S(o)™". Bien que le point de vue soit
tout a fait différent, la deuxieme notion de quasi-évitement est en fait une généralisation de la
premiere : I'inclusion S(0=') & S(o)*! est en effet démontrée dans [BESV].

Cette derniere généralisation présentée est pour le moment beaucoup moins étudiée que les
deux précédentes, et il est fort probable que bien des problématiques soulevées par son étude soient
encore a découvrir.

1.5.3 Meéthodes générales d’énumération

Beaucoup de résultats d’énumération concernant les classes de permutations ont été obtenus par
des preuves élégantes mettant en bijection des permutations a motifs exclus avec d’autres objets
de la combinatoire. Parmi ces objets, on peut citer les chemins de Dyck [Eli04], les tableaux de
Young [Gui95], les cartes planaires [Gui95], ou encore les chemins de Motzkin, les involutions et les
partitions d’ensembles [KMO03, et ses références].

Outre leur élégance, I'intérét des preuves bijectives d’énumération est qu’elles transportent des
parametres d’'une classe d’objets a une autre, autorisant des énumérations fines, selon la taille des
objets mais aussi la valeur d’un ou de plusieurs parametres. La these de S. Elizalde [Eli04] est tres
riche d’énumérations de ce type.

Mais lorsque I'on cherche seulement a énumérer les objets d’une classe combinatoire, sans raf-
finement selon un quelconque parametre, on pourrait souhaiter disposer d’outils génériques, moins
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élégants mais permettant d’obtenir de maniere systématique les résultats d’énumération cherchés.
Pour les permutations a motifs exclus, quatre méthodes de ce type existent. Elles sont toutes
présentées dans [Vat08], et on les décrit brievement ici.

La technique d’énumération grace aux arbres de génération a été développée par J. West [Wes95],
puis reprise et généralisée sous le nom de méthode ECO par E. Barcucci, A. Del Lungo, E. Pergola
et R. Pinzani dans [BDLPP99]. Appliqué & une classe C de permutations, le principe de cette
méthode est de décrire une regle de production de permutations de C,41 & partir des permutations
de C, (plus généralement des objets combinatoires considérés ayant taille n + 1 & partir de ceux
ayant taille n). Cette regle doit permettre de produire tous les éléments de C, 41 & partir de ceux
de C,, sans jamais produire de doublon.

Des étiquettes sont ensuite associées aux permutations, de sorte a pouvoir coder la regle de
production trouvée en une regle de réécriture sur les étiquettes. L’arbre de génération est alors
Parbre (a priori de profondeur infinie) dont la racine correspond a la permutation 1, et ou les fils
d’un noeud quelconque de ’arbre, correspondant a une permutation o € C,, sont les permutations
de C,+1 produites a partir de o. Les nceuds de I’arbre ne sont pas étiquetés par les permutations
elles-méme, mais par leur étiquettes utilisées dans la regle de réécriture. Un exemple sera donné au
chapitre 6, paragraphe 6.2.2.1. La regle de réécriture ou 'arbre de génération permettent souvent de
calculer la séquence d’énumération de la classe de permutations considérée, ou au moins de donner
des équations qu’elle satisfait.

La deuxieme méthode générique pour obtenir des propriétés énumératives des classes de permu-
tations est associée a la décomposition par substitution des permutations. On reviendra en détails
au chapitre 2 sur la décomposition par substitution, qui joue un roéle clé dans cette these. Pour
décrire en quelques mots comment obtenir des résultats d’énumération grace a la décomposition
par substitution des permutations, on peut d’ores et déja annoncer que les permutations peuvent
étre représentées par une structure d’arbre, donc naturellement récursive. Grace a cette structure
d’arbre, M. H. Albert et M. D. Atkinson expliquent dans [AA05] comment on peut calculer la série
génératrice d’énumération d’une classe de permutations a partir de la série génératrice des permu-
tations simples (voir définition page 40) appartenant & la classe. En particulier, lorsqu’une classe
contient un nombre fini de permutations simples, leur méthode permet non seulement de calculer
effectivement la série génératrice de la classe, mais aussi d’assurer que cette série génératrice est
algébrique.

L’insertion encoding a été défini par M. H. Albert, S. Linton et N. Ruskuc dans [ALRO5] et
propose de coder les permutations par des mots et les classes par des langages, et ainsi de disposer de
tous les outils de la théorie des langages pour étudier les classes de permutations, en particulier du
point de vue énumératif. Le mot associé & une permutation o € S,, décrit un chemin d’insertions
des éléments 1,2,...,n par ordre croissant, qui aboutit a la permutation o. Les insertions sont
effectuées dans des “trous” (ou slots) numérotés de gauche a droite. Les cas les plus favorables dans
ce modele correspondent aux permutations qui peuvent étre décrites avec un nombre fini de trous.
Dans ce cas, le langage associé a une classe dont la base est finie est un langage régulier, et il est
possible, a partir de ce langage, de calculer la série génératrice de la classe.

La derniere méthode “automatique” d’énumération des classes de permutations décrite dans
[Vat08] est celle des enumeration schemes. Cette méthode a été proposée par D. Zeilberger dans
[Ze198], et implémentée dans le package WILF pour MAPLE. Cette méthode repose sur la technique
du diviser-pour-régner, découpant une classe de permutations en éléments plus petits, et permet-
tant ainsi de trouver des équations de récurrence sur leur séquences d’énumération. Dans [Vat08],
V. Vatter a généralisé cette méthode pour qu’elle s’adapte a un plus grand nombre de classes de
permutations. Cette généralisation a été implémentée en MAPLE dans le package WILFPLUS.

Concernant I’énumération des classes de permutations selon plusieurs parametres, des méthodes
automatiques de ce type n’ont pas été développées a ce jour. Cependant, des principes généraux

28



1.5. Etude combinatoire des classes de permutations définies par leur base

pour des énumérations prenant en compte des parametres en plus de la taille ont été décrits par
M. Bousquet-Mélou. Elle présente dans [BM02] quatre méthodes adaptées a de nombreuses classes
de permutations, chacune de ces méthodes étant illustrée par un exemple.
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2.1 Décomposition par substitution et décomposition modulaire
des graphes

2.1.1 Principes généraux de décomposition par substitution

La décomposition par substitution est un principe général qui n’est pas associé aux seules
permutations, mais qui au contraire a été défini dans un cadre plus large, dont rend compte 'article
[MR84] de R. H. Méhring et F. J. Radermacher. Parmi les objets combinatoires dont ’étude a
bénéficié des apports de la décomposition par substitution, on peut citer les relations [Fra53, Gal67,
MPO1, MR84] et les graphes [BLS99, Spi92], mais aussi les tournois [CDM99] ou les ensembles
partiellement ordonnés [BM83|, parmi d’autres encore [ST93].

L’idée de la décomposition par substitution, développée par R. H. Mdohring et F. J. Rader-
macher dans [MR84], est de permettre de décomposer des objets discrets structurés (appelés plus
simplement structures) en structures premiéres, dites aussi simples ou indécomposables. 1l faut y
voir une volonté de factoriser ces structures, comme on peut factoriser un nombre entier en produit
de facteurs premiers. Le but de cette décomposition est d’offrir une compréhension approfondie de
la structure intrinseque des objets étudiés.

Les objets (ou structures) étudiés se divisent donc en deux catégories : les structures premiéres,
que 'on ne peut pas décomposer, et les structures décomposables. Une structure S est décomposable
si elle peut étre décrite par substitution, dans une structure S’, d’autres structures plus petites,
notées ici Sg. La structure S’ est alors appelée structure quotient de S. L’opération de substitution
de structures dans une autre, notée S’[Sg : 3 € A'] est définie pour chaque famille de structures
étudide, mais le principe de substitution reste le méme dans tous les cas. La structure S’ étant un
objet discret, elle est construite sur un ensemble d’éléments A’ (les sommets dans un graphe par
exemple). La structure S = S’[Sg : B € A’] est construite & partir de S’ en remplacant chaque
élément 3 de A’ par une structure Ss.

R. H. Mdhring et F. J. Radermacher ont étudié différentes familles d’objets (relations, graphes,
fonctions booléennes, ...) pour démontrer des propriétés du méme type dans tous les cas, avec des
variantes plus ou moins fortes des résultats selon les objets étudiés. Les relations, et plus encore
les graphes (qui ne sont pas autre chose que des relations binaires, symétriques et sans “boucles”
(z,x)), sont les objets qui possedent les propriétés les plus fortes vis-a-vis de la décomposition par
substitution.

Parmi les résultats principaux de [MR84], généralisant dans un contexte plus large des travaux
antérieurs dont on trouvera les références dans la bibliographie de [MR84], R. H. Mohring et
F. J. Radermacher démontrent qu’il existe en toute généralité trois types de structures particuliéres,
a partir desquelles toutes les structures peuvent étre construite par substitution : il s’agit des
structures premieres (de type P), des structures linéaires (L) ou dégénérées (D), et des structures de
type infini. Les structures de type infini peuvent étre décomposées en sous-structures, qui sont elles-
mémes décomposables, et cette décomposition se propage récursivement dans des sous-structures,
sans jamais s’arréter.

Dans le cas particulier des relations, ils démontrent qu’en outre il n’y a aucune structure de
type infini. Ainsi, il suffit des structures de types P, D et L pour construire toutes les relations.
Dans le cas encore plus spécifique des graphes (non orientés), il n’y a méme que des structures de
types P et D qui sont nécessaires (des structures de type L apparaissent dans la décomposition des
graphes orientés).

Une autre propriété des relations, et donc des graphes, est que la décomposition des structures
en structures de type P, D et L est unique. Dés qu'une famille de structure satisfait cette propriété
d’unicité de la factorisation (éventuellement, en autorisant non seulement des structures de type P,
D et L, mais aussi des structures de type infini), cela autorise a définir les arbres de composition.
L’arbre de composition d’une structure S, si elle n’est pas de type infini, est construit récursivement.
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Par hypothese, il existe une unique décomposition de S en S’[Sz : 3 € A’] avec la contrainte que
S’ est de type P, D ou L (comme S n’est pas de type infini, ¢a n’est pas non plus le cas de S’).
L’arbre de composition de S est alors formé d’une racine d’étiquette P, D ou L, selon le type de
S’, sous laquelle se greffent les arbres de composition des structures Sg pour 5 € A’. Dans le cas
ou S est de type infini, son arbre de composition est réduit & un nceud racine d’étiquette oc.

R. H. Mo6hring et F. J. Radermacher mettent en évidence que les arbres de composition d’une
structure décrivent d’une certaine maniere toutes les décompositions essentielles de cette structure.
Elles sont ainsi stockées dans cet arbre, qui contient seulement un nombre linéaire de noceuds.
Mohring et Radermacher soulignent que cette représentation compacte des décompositions d’une
structure est bien adaptée a des manipulations algorithmiques. Les aspects algorithmiques sont
cependant peu développés dans [MR84], et des travaux postérieurs a la publication de cet article ont
largement amélioré les résultats algorithmiques décrits (contrairement aux résultats combinatoires
qui sont toujours d’actualité, méme si de nombreuses généralisations ont été envisagées depuis).

Les aspects algorithmiques de la décomposition par substitution ont été principalement étudiés
dans le cadre des graphes. Le paragraphe 2.1.2 est entierement consacré a la décomposition par
substitution des graphes, appelée décomposition modulaire dans ce contexte. On reporte donc au
paragraphe 2.1.2 la présentation des résultats algorithmiques principaux relatifs a la décomposition
par substitution.

Enfin, on peut remarquer que la décomposition par substitution des permutations n’est pas
envisagée dans [MRS84]. Il faut attendre les travaux de M. H. Albert et M. D. Atkinson [AA05], ex-
ploitant plus avant les idées principales qui transparaissent déja dans l’article [AS02] de M. D. Atkin-
son et T. Stitt, pour que cette décomposition des permutations soit définie et utilisée a des fins
combinatoires. Pour un résumé tres succinct de la décomposition par substitution spécialisée au
cas des permutations, on pourra consulter la section 4 de [Vat08]. Nous reviendrons en détails sur
la décomposition par substitution des permutations dans le paragraphe 2.2.

2.1.2 Spécialisation sur les graphes : la décomposition modulaire

La spécialisation de la décomposition par substitution qui a été la plus étudiée est certainement
la décomposition modulaire des graphes. Elle a été utilisée pour démontrer des résultats combina-
toires majeurs, et a été mise a profit pour concevoir des algorithmes efficaces. Aprés les définitions
nécessaires, ce paragraphe résume quelques uns de ces résultats. Pour un panorama plus large, on
pourra consulter par exemple [Pau, Hab, HP].

Un avertissement au lecteur s’impose ici : cette these ne prétend en aucune facon traiter de la
décomposition modulaire des graphes. Ce paragraphe a pour but d’en présenter seulement quelques
aspects, qui permettront de souligner, dans la suite du manuscrit, les points communs mais aussi
les différences entre décomposition modulaire des graphes et décomposition par substitution des
permutations.

Vocabulaire de base de théorie des graphes

Définition 2.1. Un graphe G = (V, E) est défini par un ensemble fini de sommets V et un ensemble
E d’arétes, qui relient chacune deux sommets distincts.

On considerera des graphes non orientés, c’est-a-dire que les arétes sont des paires {x,y} de
sommets distincts. Les graphes orientés sont définis en considérant au contraire des couples (x,y)
de sommets distincts pour définir les arétes orientées.

Remarquons que les graphes considérés sont simples (il n’y a pas d’arétes multiples entre deux
sommets) et sans boucles (il n’y a pas d’aréte reliant un sommet & lui-méme).
Une paire {z,y} de sommets distincts qui n’est pas une aréte est appelée une non aréte.
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Définition 2.2. Deux sommets reliés par une aréte sont dits adjacents, et les sommets adjacents
a un sommet x sont les voisins de x. L’ensemble des voisins de = s’appelle aussi voisinage de x et
est noté N(z).

Deux sommets z et y sont connectés s’il existe une suite de sommets = = vy, v1, ..., v, = y telle
que pour tout i € [0..(k — 1)], v; et v;11 sont adjacents. En particulier, pour k = 0, x est connecté
a lui-méme.

Un graphe est conneze si pour tous sommets z et y, ceux-ci sont connectés. La relation de con-
nexité est la relation binaire symétrique composée de toutes les paires de sommets connectés. C’est
une relation d’équivalence, et les classes d’équivalence pour cette relation sont appelées composantes
connezes du graphe sous-jacent.

N(x)

xT

Fi1Gg. 2.1 — Un graphe G possédant trois composantes connexes, et ou le sommet x a deux voisins.

Définition 2.3. Pour tout graphe G = (V, E), on peut définir son graphe complémentaire G en
transformant les arétes de GG en non arétes et vice-versa. Plus formellement, en notant abusivement
V2 ’ensemble des paires (et non des couples) d’éléments de V, le complémentaire de G est G =
(V.E), avec E=V?\ (EU {{z,2} : 2 € V}).

Définition 2.4. Dans un graphe G = (V, E), le sous-graphe induit par un ensemble de sommets
S C V est le graphe d’ensemble de sommets S, ou deux sommets sont adjacents si et seulement
s’ils étaient adjacents dans G.

Parmi tous les graphes, on distingue deux familles particulieres, dont I’ensemble des arétes est
défini le plus simplement possible. On verra que ces graphes correspondent en fait aux structures
dégénérées de R. H. Mohring et F. J. Radermacher.

Définition 2.5. Le stable a n sommets est le graphe G = (V, E), ou V est un ensemble de taille
n et E = 0. La cliqgue & n sommets est le graphe G = (V, E), ou V est un ensemble de taille n et
E=V2\{{z,2}:z €V}

Ici encore V2 désigne abusivement ’ensemble des paires de sommets de V.

On remarque que cliques et stables sont des graphes complémentaires.

Modules et décomposition modulaire

Définition 2.6. Un module dans un graphe G = (V, E) est un ensemble M C V de sommets
de G qui sont indistinguables par les sommets extérieurs. En d’autres termes, pour tout sommet

xGV\M,{

soit M C N(z) (tous les sommets de M sont adjacents a x),

soit M N N(z) =0 (aucun sommet de M n’est adjacent a x).

Les sommets d’un module jouent donc tous le méme réle vis-a-vis des sommets extérieurs au
module. On pourra ainsi les contracter en un seul sommet sans bouleverser la structure profonde
du graphe. Il est aussi important de remarquer que par définition, les modules d’un graphe G et de
son complémentaire G sont les mémes.

Dans tout graphe G, les ensembles V' et {z} pour tout € V sont des modules. Ces modules
sont appelés les modules triviauz.
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FiG. 2.2 — Exemples de modules dans un graphe. Chacun des trois ensembles de sommets entourés
forme un module de méme que l’ensemble M U {z} par exemple.

Définition 2.7. Un graphe G est un graphe premier si tous ses modules sont des modules triviaux.

Il n’y a pas de graphe premier a 3 sommets. On considere en général que les graphes a 1 ou
2 sommets ne sont pas premiers (bien qu'ils satisfassent la définition 2.7). Parmi les graphes a 4
sommets, il n’y a qu'un graphe premier : c’est le chemin & 4 sommets , noté en général Py,
et qui est donc le plus petit graphe premier. Comme la terminologie pouvait le laisser supposer, les
graphes premiers correspondent aux structures premieres de R. H. Mohring et F. J. Radermacher.
Les graphes premiers possedent de fortes propriétés structurelles. On en donne seulement une ici,
démontrée dans le cadre plus général des structures premieéres par J. H. Schmerl et W. T. Trotter
[ST93] :

Théoreme 2.8. Tout graphe premier G a n > 5 sommets contient un graphe premier a n — 1 ou
n — 2 sommets, c’est-a-dire qu’il existe un sous-graphe induit de G qui an —1 ou n — 2 sommets
et qui est premier.

Parmi tous les modules d’un graphe, certains jouent un role plus crucial que les autres. Il s’agit
des modules forts.

Définition 2.9. Deux modules M et M’ d’un graphe G = (V, E) se chevauchent si M N M’ # 0,
sans qu’on ait pour autant M C M’ ou M’ C M.

Un module fort de G est un module qui ne chevauche aucun autre module.

Un module fort d’'un graphe G est maximal lorsque le seul module fort de G qui le contient est V.

Définition 2.10. Une partition modulaire de G = (V, E) est une partition des sommets de V telle
que chaque partie soit un module de G. Etant donnée une partition modulaire P de G, le graphe
quotient G p est obtenu en contractant chaque partie de P en un seul sommet.

Les parties de P étant des modules, pour deux parties M et M’ de P, on est dans 'une des

. . . soit Vo € M,Va' € M', x est adjacent a 2/,
deux situations suivantes : . , , ) .
soit Vo € M,Vx' € M’ x n’est pas adjacent & x'.

Ceci définit sans ambiguité les arétes de G /p : des sommets correspondant a deux modules M et
M’ sont reliés si et seulement si on est dans le premier des deux cas ci-dessus.

On dispose a présent de toute la terminologie nécessaire a énoncer le théoreme de décomposition
modulaire des graphes :

Théoréme 2.11. Soit un graphe G. Notons M(G) la partition modulaire de G en modules forts
mazimauzx. Alors une et une seule des trois propositions suivantes est satisfaite :
— le graphe G n’est pas conneze, c’est-a-dire que G, pq(q) est un stable (cas parallele),
— le complémentaire G du graphe G n’est pas connexe, c’est-a-dire que G/ m(q) est une clique
(cas série),
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— le graphe G pq() est un graphe premier (donc de taille au moins 4) (cas premier ).

Ce théoreme est une spécialisation de la décomposition par substitution de R. H. Mohring et
F. J. Radermacher au cadre des graphes. Les cas parallele et série correspondent aux structures
dégénérées (de type D), et le cas premier aux structures premieres (de type P). Comme annoncé,
la décomposition modulaire d’un graphe est unique, et ne fait pas intervenir de structures linéaires
(de type L).

Une fois obtenu ce théoreme de décomposition, il est naturel de suivre le cheminement de
R. H. Mohring et F. J. Radermacher et de décomposer récursivement les graphes induits par
chaque partie de M(G), pour construire I’arbre de décomposition modulaire, qui est la version des
arbres de composition restreinte aux graphes.

Arbre de décomposition modulaire, et algorithmes de calcul de cet arbre

Définition 2.12. L’arbre de décomposition modulaire d’'un graphe G = (V, E) est 'arbre tel que
— la racine correspond a V,
— les feuilles correspondent aux sommets de G,
— chaque noeud de l'arbre correspond a un module fort de G,
— un nceud correspondant & un module M’ est le fils d’un neeud correspondant & un module M
si et seulement si M est le plus petit module fort qui contient M’ strictement.
D’apres le théoreme 2.11, les nceuds de ’arbre de décomposition modulaire de GG sont de trois
types : parallele, série et premier.

AN

g N7

Un graphe G Décomposition récursive Arbre de decomposmon
et ses modules forts. de G en modules forts. modulaire de G.

Fi1G. 2.3 — Décomposition modulaire d’un graphe et arbre de décomposition modulaire. Les nceuds
premiers sont étiquetés P, et les noeuds dégénérés séries et paralleles Dy et D, respectivement.

Remarque 2.13. On remarque au passage que les arbres de décomposition modulaire ne sont
pas des arbres plans, c’est-a-dire que les fils d’un nceud ne sont pas ordonnés. Cela se comprend
tres facilement pour les noeuds dégénérés, puisque tous les sommets d’un stable (ou d’une clique)
jouent le méme role. On verra qu’au contraire les arbres de décomposition des permutations sont
plans (les fils de tout neeud interne sont totalement ordonnés), ce qui en facilite grandement ’étude
combinatoire.

Il existe différents algorithmes pour calculer ’arbre de décomposition modulaire d’un graphe,
qui reposent sur différentes approches. Un apercu de la variété des techniques utilisées est donné
dans [Hab], ou sont décrites les idées principales des différentes familles d’algorithmes. Dans [Pau],
C. Paul présente en détails et de facon unifiée les deux familles d’algorithmes qui fournissent des
moyens de calculer I'arbre de décomposition d’un graphe en temps linéaire.

La premiere famille d’algorithmes présentée repose sur un principe développé par A. Ehren-
feucht, H. N. Gabow, R. M. McConnell et S. J. Sullivan en 1994 : il s’agit de calculer un chemin de
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la racine a une feuille dans ’arbre, puis de calculer récursivement les sous-arbres qui se branchent
sur cette colonne vertébrale. La premiere étape revient a calculer ’arbre de décomposition modu-
laire dans un graphe ou tous les modules forts sont imbriqués les uns dans les autres. C’est cette
étape qui concentre la principale difficulté du probleme. Elle est résolue en temps quadratique dans
I’algorithme d’origine de Ehrenfeucht et al., dont la complexité totale est quadratique.

Une maniere de construire des algorithmes sous-quadratiques, et méme linéaires, a partir de
I'idée de A. Ehrenfeucht et al. est d’utiliser des structures de données avancées, qui permettent
d’obtenir des algorithmes plus complexes mais de complexité plus faible pour résoudre la premiere
étape. Cette amélioration est due a E. Dahlhaus, J. Gustedt et R. M. McConnell en 2001. Une autre
méthode donnant une solution sous-quadratique a la premiere étape est 'utilisation d’affinage de
partition ordonnée. Cette idée a été exploitée par R. M. McConnell et J. Spinrad en 2000, pour
obtenir une version sous-quadratique (mais sur-linéaire) de l'algorithme de A. Ehrenfeucht et al.

La seconde famille d’algorithmes permettant d’aboutir & un calcul en temps linéaire de ’arbre
de décomposition modulaire est celle a base de permutations factorisantes. Les algorithmes de cette
famille sont construits en deux étapes : d’abord le calcul d’une permutation factorisante du graphe
[TCHPOS| (faisant suite & [HMPO04]), puis le calcul de I’arbre de décomposition modulaire a partir
de cette permutation factorisante [CHMO02].

Pour la premiere étape, M. Habib, C. Paul et L. Viennot ont proposé un algorithme sous-
quadratique en 1998-99, a partir d’une technique d’affinage de partition. Cet algorithme a été
amélioré par M. Habib, F. de Montgolfier et C. Paul en 2004, puis par M. Tedder, D. G. Corneil,
M. Habib et C. Paul en 2008, jusqu’a obtenir une complexité linéaire, mais au prix d’une grande
complication de l'algorithme.

La deuxieme étape consiste a calculer ’arbre de décomposition modulaire étant donnée une per-
mutation factorisante. Un premier algorithme linéaire pour résoudre ce probléme est du a C. Capelle,
M. Habib et F. de Montgolfier en 2002. Il est important de remarquer que le calcul de I’arbre de
décomposition d’un graphe dont est donnée une permutation factorisante est tres similaire au calcul
de I'arbre des intervalles communs des permutations. A partir de cette remarque, deux équipes —
d’une part B.-M. Bui Xuan, M. Habib et C. Paul [BXHPO05], et d’autre part A. Bergeron, C. Chauve,
F. de Montgolfier et M. Raffinot [BCMRO05, BCMRO08|) — ont adapté en 2005 un algorithme de
T. Uno et M. Yagiura [UY00] calculant les intervalles communs & un ensemble de permutations,
afin de décrire d’autres algorithmes linéaires de calcul de I’arbre de décomposition modulaire d’un
graphe étant donnée une permutation factorisante. Nous reviendrons plus longuement au para-
graphe 2.3 sur les arbres des intervalles communs des permutations.

Du point de vue de la complexité, il faut donc retenir que :

Théoreme 2.14. [l existe des algorithmes linéaires calculant, étant donné un graphe G, son arbre
de décomposition modulaire.

Il faut cependant pondérer ce résultat par le fait que les algorithmes de complexité linéaire
connus utilisent des concepts difficiles (méme aux dires des spécialistes), et demandent une analyse
de complexité tres fine pour prouver leur linéarité. La description d’un algorithme simple et linéaire
pour la décomposition modulaire des graphes reste a ce jour un probleme ouvert.

Quelques exemples d’application de la décomposition modulaire

Les succes de la décomposition modulaire des graphes, aussi bien d’un point de vue algorith-
mique que combinatoire, ne sont plus a démontrer (voir par exemple [BLS99, CH94, 11197, Spi92,
Sum?71J).

Le théoréme des mineurs de Robertson et Seymour, qui est trés certainement 1'un des (si ce n’est
le) résultat(s) majeur(s) de combinatoire des graphes de ces derniéres années, a par exemple été
obtenu en utilisant une décomposition arborescente des graphes, méme s’il ne s’agit pas exactement
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de la décomposition modulaire. Une conséquence importante de ce théoreme est que toute classe
de graphes fermée par le bas pour la relation de mineur est caractérisée par un nombre fini de
mineurs exclus. On peut comparer ce résultat avec ce qui se produit dans le cadre des classes de
permutations, ou ’on a vu que certaines classes pouvaient avoir une base infinie de motifs exclus.

Toujours d’un point de vue combinatoire, la décomposition modulaire est un outil qui permet
de mieux comprendre la structure de certaines classes de graphes. C’est le cas par exemple pour
les graphes de comparabilité [Gal67]. Elle offre aussi un codage compact des graphes, si on garde
le graphe quotient dans tout noecud premier de ’arbre de décomposition modulaire.

En algorithmique, la décomposition modulaire est un bon point de départ pour appliquer des
stratégies du type diviser pour régner, et peut donc étre utilisée pour concevoir des algorithmes
efficaces. Elle permet aussi d’avoir une meilleure compréhension des algorithmes existants, et des
structures de données qu’ils mettent en jeu.

2.2 Décomposition par substitution des permutations

Bien qu’elles soient absentes du travail fondateur de R. H. Mohring et F. J. Radermacher
[MR84], les permutations peuvent étre étudiées & travers le prisme de la décomposition par sub-
stitution. Les récentes et nombreuses publications consacrées aux permutations simples [AA05,
AAKO03, Brib, BHV08a, BHV08b, BRV08, CLP06], qui correspondent aux structures premiéres de
[MR&4], témoignent d’un intérét nouveau pour cette maniere d’appréhender 1’étude des classes de
permutations.

Comme dans le cadre général, les permutations simples sont envisagées comme les “briques de
base” a partir desquelles toutes les permutations sont construites, au moyen de la substitution, aussi
appelée dilatation (en anglais inflation) dans ce contexte. C'est ce que formalisent les théoremes
de décomposition par substitution.

C’est d’abord dans le champ algorithmique qu’on devine la décomposition par substitution
des permutations, de maniére implicite dans les travaux de S. Heber et J. Stoye en 2001 [HSO01].
En combinatoire, les prémisses de cette décomposition des permutations figurent dans les travaux
de M. D. Atkinson et T. Stitt en 2002 [AS02], mais les arguments ne sont pas poussé assez loin
pour faire apparaitre les permutations simples comme clé de décomposition. Trois ans plus tard,
M. H. Albert et M. D. Atkinson [AA05] posent les bases de la décomposition par substitution pour
les permutations, et démontrent les premiers résultats combinatoires sur les classes de permutations
utilisant cet outil.

2.2.1 Permutations simples

Les permutations simples et les intervalles dans les permutations (en particulier les intervalles
forts) sont deux concepts essentiels pour la décomposition par substitution des permutations. Outre
les deux articles [AAKO3| et [AA05] auxquels on fera référence, le lecteur pourra consulter I'article
de survol de R. Brignall [Brib] pour un panorama plus complet des problématiques combinatoires
(et dans une moindre mesure algorithmiques) envisagées autour des permutations simples.

Les intervalles des permutations

Définition 2.15. Un intervalle ou bloc dans une permutation o est un ensemble d’éléments de o
dont les positions et les valeurs forment deux intervalles de N. Un intervalle sera identifié par les
valeurs de ses éléments.

On utilisera essentiellement la terminologie d’intervalles en association avec la représentation en
une ligne des permutations, et on parlera plutét de blocs lorsqu’on travaille avec leur représentation
graphique.
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Exemple 2.16. Les intervalles de la permutation 0 = 43126587 sont {1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6},
{7}, {8},{1,2},{3,4},{5,6},{7,8},{1,2,3},{1,2,3,4},{5,6,7,8},{1,2,3,4,5,6} et {1,2,3,4,5,6,
7,8} . La figure 2.4 (figure de gauche) permet de visualiser ces intervalles sur la représentation
graphique de o.

Remarque 2.17. La partie droite de la figure 2.4 met en évidence sur un exemple qu'un bloc sur
la représentation graphique d’une permutation est un carré qui n’admet aucun point sur ses cotés,
c’est-a-dire tel qu’aucun point de la permutation ne se trouve au-dessus, en-dessous, & gauche ou
a droite de ce carré. D’apres la définition 2.15, cette propriété est générale, et caractérise les blocs
d’une permutation.

43126587

Fic. 2.4 — A gauche, les intervalles d’une permutation, sur sa représentation en une ligne. Au
centre, ces mémes blocs sur sa représentation graphique. A droite, un bloc est un carré dans la
représentation graphique qui n’admet aucun point de la permutation sur ses cotés.

Parmi les intervalles d’'une permutation, on peut en distinguer certains, qui satisfont des pro-
priétés supplémentaires :

Définition 2.18. Un intervalle I dans une permutation est dit minimal lorsque I n’est pas un
singleton mais que tout intervalle strictement inclus dans I est un singleton.

Définition 2.19. Deux intervalles I et J d’une permutation o se chevauchent si I N .J # (), sans
qu’on ait pour autant I C J ou J C 1.
Un intervalle d’une permutation o est dit fort lorsqu’il ne chevauche aucun intervalle de o.

Définition 2.20. Un intervalle fort d’une permutation o € S,, est dit mazimal lorsque le seul
intervalle fort de o qui le contient est [1..n].

Exemple 2.21. Sur la permutation 0 = 43126587 de I'exemple 2.16, les intervalles {3,4} et
{1,2,3} se chevauchent, de méme que les intervalles {5,6,7,8} et {1,2,3,4,5,6}. On obtient ainsi
que les intervalles forts de o sont {1}, {2}, {3},{4}, {5}, {6},{7}, {8}, {1,2},{5,6},{7,8},{1,2,3,4}
et {1,2,3,4,5,6,7,8}, et ses intervalles forts maximaux sont {5,6},{7,8} et {1,2,3,4}. Les inter-
valles minimaux de o sont ici tous de taille 2 ({1,2},{3,4},{5,6} et {7,8}), mais ¢a n’est pas
toujours le cas. Les intervalles minimaux de la permutation 43126857, obtenue en échangeant 5
et 8 dans o, sont {1,2},{3,4} et {5,6,7,8}.

On verra que les intervalles minimaux jouent un role particulier pour démontrer certaines pro-
priétés énumératives (voir le lemme 2.71). Quant aux intervalles forts, ils permettent de définir
la structure d’arbre des intervalles communs sur les permutations, qui représente dans un es-
pace linéaire I’ensemble des intervalles d’une permutation (qui peut contenir jusqu’a un nombre
quadratique d’intervalles). Le paragraphe 2.3 est consacré a la définition et & quelques propriétés
algorithmiques de ’arbre des intervalles communs.
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On mentionne ici un travail concernant les intervalles dans les permutations, sans connexion
apparente avec leur décomposition par substitution. Motivé par des applications en génomique,
S. Corteel, G. Louchard et R. Pemantle s’intéressent dans [CLP06] & la distribution du nombre
d’intervalles dans une permutation aléatoire.

Définition des permutations simples

Certains intervalles apparaissent dans toutes les permutations. Pour une permutation de taille
n, il s’agit des singletons {1},{2},...,{n} et de l'intervalle [1..n]. Ces intervalles s’appellent les
intervalles triviauz.

Définition 2.22. Un intervalle trivial d’une permutation o € S, est soit [1..n]| soit un singleton
{i}, avec 1 <1i < mn.

Définition 2.23. Les permutations simples sont les permutations dont tous les intervalles sont
triviaux. On exclura cependant de I’ensemble des permutations simples les permutations 1, 12 et
21.

Exemple 2.24. La permutation 3516 24 est simple. En revanche, cela n’est pas le cas de la permu-
tation 351264, qui contient 'intervalle {1, 2}. Les représentations graphiques des ces permutations
sont données en figure 2.5.

F1G. 2.5 — Une permutation simple (a gauche), et une permutation contenant un intervalle de taille
2 (a droite).

De méme que 1 n’est pas un nombre premier dans le contexte de la factorisation des entiers,
dans une optique de décomposition de permutations, il est naturel de ne pas considérer la per-
mutation 1 parmi les permutations simples. Pour les permutations de taille 2, cela est discutable.
Pour le travail présenté dans cette these, il est plus adapté d’exclure 12 et 21 de ’ensemble des
permutations simples. On verra une premiere illustration de ce choix dans les théoremes 2.33 et
2.35 de décomposition des permutations.

Remarque 2.25. On vérifie immédiatement que chacune des six permutations de taille 3 contient
un intervalle de taille 2. Ainsi, une permutation simple a taille supérieure ou égale a 4. En outre, il
y a deux permutations simples de taille 4, & savoir 2413 et 3142.

Quelques propriétés des permutations simples

Dans [AAKO03], M. H. Albert, M. D. Atkinson et M. Klazar s’intéressent & I’énumération des
permutations simples. En particulier, ils étudient la relation entre la série génératrice des permu-
tations simples et celle des nombres de Comtet. Cela leur permet de démontrer que la séquence
d’énumération des permutations simples n’est pas P-récursive (ou que la série génératrice associée
n’est pas D-finie), c’est-a-dire qu’elle n’est pas solution d’une récurrence linéaire a coefficients
polynomiaux. En pratique, cela implique qu’il est trés improbable (sinon impossible) de trouver

40



2.2. Décomposition par substitution des permutations

une formule close donnant le nombre de permutations simples de taille n. Malgré ces obstacles
théoriques a leur énumération, M. H. Albert, M. D. Atkinson et M. Klazar donnent un équivalent
asymptotique assez fin du nombre de permutations simples :

Théoreme 2.26. Un équivalent asymptotique du nombre s, de permutations simples de taille n

est | A 5 )
n!
Sp=—=5(1——+——-<+0(—)) quand n — cc.
" 62( n n(n—1) (n?’)) 1 -
La méthode employée pour démontrer le théoreme 2.26 permet (en théorie et au prix de lourds
calculs) d’obtenir autant de termes que souhaité dans le développement asymptotique de s,,.

Les permutations simples comme les graphes premiers correspondent aux structures premieres
de R. H. Mchring et F. J. Radermacher. De méme qu’on avait le théoreme 2.8 dans le cadre des
graphes, les travaux de J. H. Schmerl et W. T. Trotter assurent que :

Théoréme 2.27 ([ST93], repris dans [AAO05]). Toute permutation simple de taille n > 5 contient,
en tant que motif, une permutation simple de taille n — 1 ou n — 2.

En d’autres termes, dans toute permutation simple de taille au moins 5, il existe un ou deux
éléments que 'on peut supprimer de sorte a retrouver une permutation simple.

En outre, les permutations simples pour lesquelles il est nécessaire de supprimer deux éléments
sont caractérisées dans [AA05], ou elles prennent le nom de permutations ezceptionnelles.

2.2.2 Dilatation et théorémes de substitution

Afin d’énoncer, dans le cadre des permutations, les théoreémes de substitution au sens de
R. H. Mohring et F. J. Radermacher, il faut définir la notion de substitution de permutations
a® a@ . o) dans une permutation o € Sy, aussi appelée dilatation de o par les permutations
o @ o)

Si o désigne une permutation de S et a une permutation de S, alors la dilatation du i-
éme élément de o par « (ou la substitution de o dans o a la position i) produit la permutation

o810 <0y,

™ =01 2...0‘1',1(0514-0'1'—1)...(0@—{—0‘1—1)Ui+1...0k+p_1 OflO'jZ

0; +p— 1 sinon.

Exemple 2.28. La substitution de « = 3124 dans 0 = 2546713 a la position 3 (c’est-a-dire la
dilatation de I’élément o3 = 4) donne la permutation 7 =28645791013.

On notera 'opération de substitution/dilatation ainsi définie par o[1,...,1, «a ,1,...,1].
i
Sur lexemple précédent, 7 = 2546713[1,1,3124,1,1,1,1]. Cette notation se généralise na-
turellement a a[a(l), a®, . ,a(k)], pour permettre de dilater plusieurs éléments de maniere simul-

tanée.

Définition 2.29. La dilatation d’une permutation o de taille k par k permutations o), a® ...,

I
a®) de tailles respectives pi, ps, . . ., Dk (encore appelée substitution de a® a@ ok

est la permutation 7 = a[a(l), a? . ,a(k)] définie par :

ans o)

7 = shift(a(V, o) .. .shift(a®, o3,) ot

shift(a¥, o) = shift(a®, 0)(1) ... . shift(a?, ;) (p;) et

shift(a, 0)(z) = (a9 (z) + Po-1(1) T - -+ + Po-1(s;—1)) POUr tout x entre 1 et p;.
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Exemple 2.30. La dilatation de la permutation o = 132 par les permutations o)) =21, o(?) =
132 et a® = 1 donne comme résultat la permutation 7 = 132[21,132,1] = 21:465:3, les

symboles : indiquant la limite entre les facteurs shift(a(?), o;) définissant .

Remarque 2.31. Dans certaines situations particuliéres, on pourra envisager de dilater un élément
o; par la permutation €, de taille 0. Cela aura pour effet d’effacer I’élément o;. On utilisera en parti-
culier la dilatation par un motif vide dans les algorithmes de recherche de plus grand motif commun
aux chapitres 4 et 5. Dans les théoremes de décomposition qui suivent, et de maniére générale dans
tout le travail combinatoire sur la décomposition par substitution, on exclut cependant la possibilité
de dilater un élément par le motif vide.

L’opération de dilatation de o € S, par des permutations aM,a® ... a®) a été définie par
M. H. Albert et M. D. Atkinson dans [AAO05], sous le nom anglais de inflation. Elle se visu-
alise tres bien sur la représentation graphique des permutations : la représentation graphique de
a[a(l), a® a(k)] est obtenue a partir de celle de o en remplagant chaque point o; par un bloc
contenant la représentation graphique de a®. Un exemple est donné en figure 2.6.

FIG. 2.6 — Dilatation de la permutation ¢ = 132 par les permutations a() = 21, o(?) = 132
et a® = 1, & travers la représentation graphique de ces permutations. Le résultat obtenu est la
permutation 7 = 132[21,132,1] =214653.

Remarque 2.32. On s’apercoit facilement (par exemple sur la représentation graphique des per-
mutations) que les permutations oY) dans une dilatation de la forme o = w[a,a®, ... o]
correspondent & des blocs (c’est-a-dire des intervalles) de o : conformément a la remarque 2.17, les
éléments de o correspondant & un o? forment un carré sans aucun point sur ses cotés.

En outre, tout bloc de o, 8’il n’est pas égal & o, est inclus dans Pun des a(?).

Dans [AA05], M. H. Albert et M. D. Atkinson donnent le premier théoréme de décomposition
spécifique aux permutations. Dans leur travail, les permutations 12 et 21 sont considérées comme
des permutations simples. Avec cette convention (locale au théoreme 2.33), leur résultat s’énonce
de la maniére suivante :

Théoreme 2.33. Pour toute permutation o de taille au moins 2, il existe une unique permutation
simple 7 et des permutations o™ uniques elles aussi, telles que o = ﬂ[a(l), . ,a(k)].

Sim = 12 (resp. 21), pour avoir l'unicité des a® il faut en plus imposer que oY) soit &-
indécomposable (resp. ©-indécomposable).

Une permutation est dite @-indécomposable (resp. ©-indécomposable) lorsqu’elle ne peut pas
étre décomposée sous la forme 12[a(), a®)] (resp. 21[aM),a(?]). On remarque en passant que
la définition des permutations @- et ©-indécomposables (sous le vocable forward- et backward-
indecomposable) apparait pour la premieére fois dans larticle [AN81] de D. Avis et N. Newborn,
plus de 20 ans avant les travaux sur la décomposition par substitution des permutations.

Définition 2.34. Dans tous les cas, la permutation 7 du théoréeme 2.33 est unique. Elle est appelée
squelette de o.
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Le théoréme 2.33 introduit une dissymétrie entre les permutations V) et o(?) lorsque le squelette
de la permutation décomposée est 12 ou 2 1. Une autre maniere de formuler le théoréme ci-dessus,
sans introduire cette dissymétrie est proposée dans le théoreme 2.35. Pour énoncer ce théoreme, et
dans toute la suite de la these, on exclut 12 et 21 de I’ensemble des permutations simples. On verra
dans le paragraphe 2.3 que ce théoreme a une saveur de décomposition en intervalles communs des
permutations.

Théoréeme 2.35. Toute permutation o de taille au moins 2 se décompose de maniére unique sous
l'une des trois formes suivantes :

12... k[a(l), ... ,a(k)], ot les oD sont tous @-indécomposables,
oc=<k... 21[04(1), . ,a(k)], ot les o) sont tous S-indécomposables,
mlaM, ..., a®)], ot 7 est une permutation simple (donc de taille au moins 4).

Définition 2.36. Dans le contexte du théoreme 2.35, on définit le squelette de la permutation o
par 12...k dans le premier cas, k...21 dans le deuxieme cas, et 7 dans le troisieme cas.

Les squelettes 12...k et k...21 pourront étre notés respectivement ¢ et &, pour tout k& > 2.
La valeur de lentier k est déterminée par le nombre de permutations a® qui dilatent tout symbole
@ ou ©.

Avec cette notation, on peut reformuler la définition des permutations @-indécomposables (resp.
©-indécomposables) de la maniére suivante : ce sont celles qui ne sont pas exprimables comme
dilatation d’un symbole @ (resp. ©).

Démonstration du théoréme 2.35. Le théoréeme 2.35 est une reformulation du théoreme 2.33.

Lorsque o se décompose sous la forme 1 Q[a(l),a(2)], o) est déja @-indécomposable. Et si ca
n'est pas le cas pour a®, alors @ se décompose en 1 2[a(3), a(4)], avec o3 @-indécomposable.
Ainsi, 0 = 123[aM), o), o], ot oV et o) sont @-indécomposables.

On poursuit ainsi récursivement & Pintérieur de a®) jusqu’a arriver & une permutation qui n’est
pas @-indécomposable. Comme la taille des permutations diminue strictement a chaque étape, ce
processus termine (au pire, sur la permutation de taille 1), et assure que o s’écrit sous la forme
12... k[a(l), e ,a(k)] ot les a® sont tous @-indécomposables.

L’unicité de cette décomposition est directement héritée de 'unicité dans le théoreme 2.33. [

Les conditions de @- ou ©-indécomposabilité dans les deux premiers cas du théoreme 2.35
sont essentielles. Par exemple, la permutation o = 12435 peut étre décrite par plusieurs dilata-
tions, dont 123[1,1,213] et 1234[1,1,21,1]. Mais dans la premiere forme, a(® = 213 n’est @-
indécomposable. La décomposition unique annoncée par le théoreme 2.35 est la deuxieme ci-dessus,
ot tous les a(?) sont bien @-indécomposables.

Dans [AAO05], M. H. Albert et M. D. Atkinson font les premiers liens entre décomposition par
substitution (ol les permutations simples jouent un role primordial) et classes de permutations. En
particulier, ils utilisent la décomposition par substitution pour montrer que, si une classe contient un
nombre fini de permutations simples, alors elle a une base finie et sa série génératrice est algébrique.
Ils expliquent aussi comment calculer ces séries génératrices de maniere effective. Leurs résultats
et les méthodes développées sont étendues dans [BHV08b] pour I’énumération de permutations a
motifs exclus particulieres (par exemple des involutions).

La question de savoir si une classe contient un nombre fini de permutations simples apparait
alors centrale. Dans [AA05], seule une procédure de semi-décision est indiquée pour tester si une
classe contient un nombre fini de permutations simples : d’apres la propriété 2.27 quand on trouve
deux tailles consécutives n et n 4+ 1 ou il n’y a pas de permutations simples dans la classe, c’est
que la classe ne contient aucune permutation simple de taille supérieure ou égale a n, donc on peut
simplement faire des tests par taille croissante, en espérant qu’ils s’arrétent un jour. Dans une série
de trois articles [BHV08b, BHV08a, BRV0S§], R. Brignall, N. Ruskuc, S. Huczynska, et V. Vatter
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donnent une procédure de décision résolvant ce probleme, & base de techniques d’automates. On
améliore leur résultat dans le chapitre 9, en décrivant un algorithme polynomial décidant si une
classe contient un nombre fini de permutations simples.

2.2.3 Arbres de décomposition

Dans les travaux de M. H. Albert et M. D. Atkinson, puis dans ceux de R. Brignall et al.,
l'accent est mis, dans la décomposition par substitution des permutations, sur leur squelette et
sur les blocs ol? qui dilatent ce squelette. Les raisonnements se propagent parfois & intérieur les
blocs a® pour affiner la description de la permutation, mais il n’est jamais proposé d’appliquer
récursivement la décomposition par substitution des permutations, jusqu’a n’obtenir que des blocs
de taille 1.

Il est pourtant naturel, en suivant les idées de R. H. Mohring et F. J. Radermacher, d’appliquer
récursivement le théoréme 2.35 aux blocs a9 que ce théoréme fait apparaitre, et de construire un
arbre rendant compte des décompositions récursives des permutations. Cet arbre est appelé arbre
de décomposition.

Définition 2.37. On considere une permutation o, de taille au moins 2, et sa décomposition par
substitution donnée par le théoreme 2.35. On note 7 son squelette (ici, 7 peut représenter @, © ou
une permutation simple), et a®, ..., a®) les permutations telles que o = 77[04(1), . ,a(k)].

En notant 7 ;) I’arbre de décomposition associé récursivement a chaque permutation a® Varbre
de décomposition de o est 'unique arbre plan dont la racine est étiquetée par m, et ou les sous-arbres
rattachés a cette racine sont 7 ), 7,2, - .. 7, k), dans cet ordre de gauche a droite.

Enfin, 'arbre de décomposition de la permutation 1 de taille 1 est la feuille e.

L’arbre de décomposition est donc simplement obtenu par application récursive du théoreme

2.35, et écrivant T au lieu de w[a(l), .. ,Oz(k)}, et e au lieu de la permutation 1.
T, T, - Ty

Remarque 2.38. Par canonicité de la décomposition dans le théoreme 2.35, ’arbre de décompo-
sition associé a une permutation est évidemment unique.

Exemple 2.39. On considere la permutation ¢ = 101312111411819202117161548329567.
Par application récursive du théoreme 2.35, elle se décompose en

3142[@[1,0[1,1,1],1],1,8[®[1,1,1,1],1,1,1],24153[1,1,[1,1], 1,®[1, 1, 1]]].

L’arbre de décomposition associé a o, qui rend compte de cette décomposition récursive, est donné
par la figure 2.7.

3142

@// \6\ 24153
/N AN,
A AN TR

Fic. 2.7 — L’arbre de décomposition de la permutation ¢ = 1013121114118192021171615
48329567.
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2.2. Décomposition par substitution des permutations

Récursivement, on se rend compte que chaque feuille de 'arbre de décomposition correspond a
un élément de la permutation. La structure de I'arbre et I’étiquetage des nceuds internes indiquent
la maniere dont ces éléments atomiques se combinent pour donner la permutation de départ.

Selon leur étiquetage, les noeuds internes des arbres de décomposition se divisent en deux
catégories :

Définition 2.40. Les nocuds internes d’un arbre de décomposition sont étiquetés par @, © ou par
des permutations simples. Dans les deux premiers cas, on parle de nceuds linéaires, sinon de nceuds
premiers.

Les permutations 12...k et k...21 associées aux nceuds linéaires correspondent aux struc-
tures linéaires au sens de R. H. Mohring et F. J. Radermacher [MR84]. Les permutations simples,
étiquetant les noeuds premiers, correspondent aux structures premieres dans ce contexte. C’est
la terminologie de permutation simple (et non permutation premieére) qui a été adoptée dans la
littérature, mais comme le font remarquer R. H. Mohring et F. J. Radermacher des le premier para-
graphe de [MR84], la primalité et la simplicité (auxquelles on peut adjoindre 'indécomposabilité)
sont des synonymes désignant le méme concept dans des communautés différentes.

Remarque 2.41. Une conséquence directe du théoreme 2.35 (dans ses deux premiers cas) est que,
dans un arbre de décomposition, il n’y a jamais d’arétes entre deux nocuds linéaires de méme signe.

Concernant les arités des noeuds dans les arbres de décomposition, I’arité de tout noeud premier
est égale a la taille de la permutation simple qui étiquette ce nceud (donc est supérieure ou égale a
4). Quant aux nceuds linéaires, ils peuvent avoir n’importe quelle arité, a partir de 2.

On démontre maintenant que tous les arbres qui satisfont les conditions de la remarque 2.41
sont des arbres de décomposition.

Définition 2.42. On note T, P'ensemble des arbres plans (c’est-a-dire ou les fils de tout noeud
interne sont totalement ordonnés) & n feuilles qui satisfont les propriétés suivantes :

— les noeuds internes sont étiquetés par @, ©, ou par des permutations simples,

— les nceuds d’étiquette @ ou © sont d’arité supérieure ou égale a 2,

— les noeuds étiquetés par des permutations simples o ont pour arité la taille de o (qui est

supérieure ou égale a 4 par définition),
— il n’y a pas d’aréte entre deux noeuds d’étiquette @, ni entre deux nocuds d’étiquette ©.
Par le calcul de son arbre de décomposition, on peut associer a toute permutation de taille

n un arbre de la famille T,,. Réciproquement, a tout arbre de cette famille, on peut associer une
permutation :

Proposition 2.43. Etant donné un arbre T de la famille T, , il existe une permutation o de taille
n telle que T soit l'arbre de décomposition de o.

Démonstration. La preuve est immédiate par récurrence.
On note 7 'étiquette de la racine de 7 (7 est @, © ou une permutation simple), k son arité, et

11,75 ...,7; les sous-arbres de 7 greffés sous sa racine, de gauche a droite.

Plus graphiquement, 7 = T .

/
T A

Par récurrence, les arbres 77,75...,7; sont les arbres de décomposition de permutations,
que lon note oW, a®, ... a® . Alors on prétend que 7 est Parbre de décomposition de o =
W[a(l),a(Q), .. .,a(k)]. Il suffit pour cela de vérifier que la décomposition de la permutation o en
W[a(l), a® a(k)] est sa décomposition par substitution, au sens du théoreme 2.35.

Les propriétés de 'arbre 7 assurent que c’est le cas. En particulier, comme 7 ne contient aucune
aréte entre deux noeud @ (resp. ©), cela assure que, dans le cas ou m = @ (resp. ©), les arbres 7;
n’ont jamais une racine d’étiquette @ (resp. ©), et donc par unicité dans le théoreme 2.35, que les
permutations o) sont toutes @-indécomposables (resp. S-indécomposables). O
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Chapitre 2. Décomposition par substitution et arbres de décomposition des permutations

La propriété 2.43 autorise donc a énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 2.44. La correspondance entre permutations de taille n et arbres de la famille Ty, (leurs
arbres de décomposition) est bijective.

Cette vision des permutations a travers leurs arbres de décomposition est cruciale dans beaucoup
des résultats de cette these, a tel point qu’on confondra parfois les deux objets, en s’autorisant des
abus de vocabulaire comme la racine d’une permutation. Dans la méme idée, pour que les tailles
d’une permutation et de son arbre de décomposition coincident, la taille d’un arbre de décomposition
désigne son nombre de feuilles.

Les arbres de décomposition sont un codage des permutations, de méme que les arbres de
décomposition modulaire des graphes, si on étiquette les noceuds premiers par leur graphe quotient,
sont un codage des graphes. En général, I’étiquetage des noeuds premiers par leurs graphes quotient
n’est pas explicite. Au contraire, on a I’habitude de conserver explicitement les permutations simples
sur les nceuds premiers des arbres de décomposition des permutations.

Pour pouvoir travailler indifféremment avec les permutations en elles-méme ou avec leurs arbres
de décomposition, il faut évidemment se poser la question du calcul de l'arbre a partir de la
permutation, et vice versa. Ces questions algorithmiques sont résolues, et on peut retenir le résultat
suivant :

Théoreme 2.45. Le calcul de l’arbre de décomposition d’une permutation de taille n peut étre
réalisé en temps O(n). Réciproquement, étant donné un arbre de décomposition, on peut retrouver
la permutation associée en temps lincaire.

Démonstration. On commence par démontrer 'affirmation réciproque, en décrivant un algorithme
linéaire de calcul de la permutation o étant donné son arbre de décomposition.

L’algorithme fonctionne par deux parcours en profondeur de I’arbre. Dans le premier parcours,
les arétes sortant d’un nceud sont empruntées dans ’ordre indiqué par 1’étiquette de ce noeud :

— de gauche a droite pour un nceud @,

— de droite a gauche pour un nceud ©,

— pour un nceud étiqueté par une permutation simple 7 de taille k, d’abord 'aréte qui dilate
I’élément 1 de 7, c’est-a-dire la 771 (1)-eme aréte, puis la 7~ !(2)-eme, et ainsi de suite, pour
finir par la 7~ (k)-eme.

Au cours de cette exploration en profondeur de ’arbre, les feuilles sont numérotées de 1 a n, dans
I'ordre ou elles sont rencontrées.

Dans le deuxiéme parcours en profondeur, les arétes sortant de chaque nceud sont empruntées
de gauche a droite, et la permutation retournée par ’algorithme est celle lue sur les feuilles de
I’arbre dans ce parcours.

Pour justifier que la permutation calculée par cet algorithme est bien la permutation de départ
o, il suffit de s’apercevoir que deux éléments o; et o; vérifient o; < o; si et seulement si, dans I’arbre
de décomposition de o, le plus petit ancétre commun des feuilles correspondant & ces éléments est
étiqueté par m, tel que 7, < 7, a et b étant défini de sorte que o; se trouve dans le bloc dilatant
mq et 0; dans le bloc dilatant .

La permutation calculée par l'algorithme vérifiant de maniere évidente ces conditions, cela
justifie que I'algorithme décrit est correct : il retourne bien la permutation o. De point de vue de
la complexité, la procédure décrite est linéaire en la taille de 'arbre, et donc aussi en n.

Le sens direct du théoréme 2.45 est en fait démontré non pas pour les arbres de décomposition
des permutations, mais pour leurs arbres des intervalles communs. On reviendra sur ce résultat au
paragraphe 2.3.3, théoreme 2.56. O

Le point de vue adopté pour la définition des arbres des intervalles communs des permutations
est assez différent de celui de la décomposition par substitution de M. H. Albert et M. D. Atkinson.
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2.3. Point de vue algorithmique : I’arbre des intervalles communs

Cette derniere procede “par le haut”, en décomposant o en un squelette dilaté par des permutations
plus petites, décomposables a leur tour en la dilatation de permutations encore plus petites. Au
contraire, la décomposition d’une permutations en intervalles communs est plutét une approche
“par le bas”, comme on va le voir dans le paragraphe 2.3.1.

On expliquera aussi dans le paragraphe 2.3.2 que les arbres de décomposition et les arbres
des intervalles communs sont en fait deux manieres différentes de voir la méme structure, ce qui
justifiera le théoreme 2.45.

2.3 Point de vue algorithmique : ’arbre des intervalles communs

Dans un contexte plus algorithmique que combinatoire, on n’étudie pas en général les arbres
de décomposition mais une autre structure arborescente venant se poser sur les permutations :
Uarbre des intervalles communs. Cet arbre permet de stocker dans une structure de taille linéaire
I’ensemble des intervalles (de cardinal a priori quadratique) d’une permutation.

La recherche des intervalles d’une permutation, ou plus généralement des intervalles communs
a un ensemble de permutations, est un probleme qui trouve ses motivations en bio-informatique,
pour la détection d’association entre genes [UY00, HS01]. Une autre motivation pour ce probleme,
indiquée dans [HSO01], est que la recherche des intervalles d’une permutation peut étre vue comme
le probleme réciproque de celui de I'arrangement consécutif : étant donnés un ensemble E et une
collection £ de sous-ensembles de E, on cherche une permutation o des éléments de F telle que les
éléments de chaque sous-ensemble appartenant a £ forment un intervalle de o.

Parmi les utilisations de l'arbre des intervalles communs pour résoudre des problemes bio-
informatiques, on peut citer [BBCP07, BCP08| qui s’intéressent au probléme du tri par renverse-
ments, [BCCT08] pour I’étude du modele Double-Cut-and-Join, ou encore [BCMRO8] qui souligne
limportance des PQ-arbres (trés proches cousins des arbres des intervalles communs) pour la
génomique comparative. On reviendra en détails au chapitre 7 sur le probléme du tri par renverse-
ments.

Une autre utilisation des arbres des intervalles communs est pour le calcul des arbres de
décomposition modulaire des graphes. On a vu au paragraphe 2.1.2 que certains algorithmes de cal-
cul de I'arbre de décomposition modulaire des graphes sont formés de deux étapes : le calcul d’une
permutation factorisante o pour le graphe, puis le calcul de ’arbre de décomposition modulaire a
partir de o. Le point important, souligné indépendamment par [BXHP05] et [BCMR05, BCMRO8],
est que le calcul de I'arbre de décomposition modulaire du graphe, étant donnée une permutation
factorisante o, suit exactement les mémes étapes que le calcul de ’arbre des intervalles communs
de o, et que ces deux arbres ont la méme structure. Les algorithmes de calcul de I’arbre des in-
tervalles communs fournissent donc des algorithmes pour la deuxiéme étape du calcul de I’arbre
de décomposition modulaire a partir d'une permutation factorisante. On verra au paragraphe 2.3.3
qu’il existe des algorithmes pour le calcul de 'arbre des intervalles communs fonctionnant en temps
linéaire.

Avant cela, on définit cette structure d’arbre des intervalles communs au paragraphe 2.3.1, et
on montre les liens tres forts qui relient arbres des intervalles communs et arbres de décomposition.
On verra en effet au paragraphe 2.3.2 que ces deux structures sont identiques, a étiquetage des
nceuds pres.

2.3.1 Définition et premieéres propriétés

On présente ici brievement les définitions et quelques propriétés classiques de I'arbre des inter-
valles communs. Pour plus amples détails, on peut par exemple se référer & [BXHPO05].

Définition 2.46. Les intervalles communs a un ensemble P de permutations de taille n sont les
sous-ensembles I de [1..n] tels que les éléments de I apparaissent de maniére contigué (mais dans
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un ordre quelconque) dans chacune des permutations de P. L’ordre d’apparition des éléments de
peut étre différent d’une permutation a I'autre.

On suppose en général que l'identité de taille n appartient a P, ce qui n’est pas une restriction,
a renumérotation pres. Cela permet que les intervalles communs I soient des intervalles d’entiers,
ce qui n’est pas le cas a priori.

Exemple 2.47. Les intervalles communs aux trois permutations 01 = 246813579,02 =642859
317 et 03 =597132684 sont les ensembles d’entiers {1,3}, {2,4,6,8} et {1,3,5,7,9}.

Ici on considerera seulement le cas ot P est de cardinal 2, et on supposera toujours qu’une
des deux permutations est I'identité. On s’intéressera donc aux intervalles communs de Id,, et de
o € S,, qui correspondent aux intervalles de o au sens de la définition 2.15. Dans toute la suite,
on parlera donc d’intervalles plutot que d’intervalles communs, mais les notions présentées ici se
généralisent au cas des intervalles communs a d > 2 permutations.

On rappelle que parmi les intervalles d'une permutation o, on peut distinguer les intervalles forts,
qui sont ceux ne chevauchant aucun intervalle de o (voir définition 2.19). Cette définition implique
que, si 'on compare deux intervalles forts I et J pour l'ordre d’inclusion, on est nécessairement
dans I'une des trois situations suivantes : I C J, J C I, ou I NJ = (). L’ordre d’inclusion sur
I’ensemble des intervalles forts d’une permutation o a donc une forme arborescente. Ceci amene a
la définition suivante :

Définition 2.48. L’ordre d’inclusion entre les intervalles forts d’une permutation o € S, induit
une structure d’arbre. Cet arbre est appelé arbre des intervalles communs de o : ces nceuds sont
les intervalles forts de o, sa racine est [1..n], ses feuilles sont les singletons {1},{2},...,{n}, et
Iintervalle de tout noeud interne est la réunion des intervalles de ses fils.

Ainsi défini, I’arbre des intervalles communs de o n’est pas un arbre plan. Il existe cependant une
maniere canonique de plonger cet arbre dans le plan. En effet, les feuilles de cet arbre correspondent
aux intervalles triviaux {1}, {2},...,{n}, et on peut donc choisir le plongement canonique de sorte
que la lecture de gauche a droite des feuilles de ’arbre donne la permutation o.

Exemple 2.49. Un exemple d’arbre des intervalles communs est donné par la figure 2.8.

_P7 5110967811243

N a—

967811 Li2as

/ N\ /N

L,i0967s 11 2 L,as

SN /N

10 9 Lers 4 3
6

1IN

5

Fig. 2.8 — Les intervalles de la permutation ¢ = 5110967811243, avec les intervalles forts
représentés en gras. L’ordre d’inclusion de ces intervalles forts est représenté par 'arbre des inter-
valles communs de o, a droite.

Remarque 2.50. On se convainc facilement, par un raisonnement récursif, que l'intervalle associé
a tout nceud interne V de ’arbre des intervalles communs est I’ensemble des valeurs étiquetant les
feuilles du sous-arbre enraciné en V.
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2.3. Point de vue algorithmique : I’arbre des intervalles communs

Les noeuds internes des arbres des intervalles communs se répartissent en deux catégories : les
nceuds premiers (de type P) et les nceuds linéaires (de type L). Pour définir ces deux catégories, on
considere 'arbre des intervalles communs plongé dans le plan de maniéere canonique, et on dispose
ainsi pour tout nceud interne d’un ordre entre ses fils. Les nceuds premiers sont ceux tels qu’aucune
union d’un ensemble consécutif de leurs fils (dans l'ordre induit par le plongement canonique) ne
corresponde & un intervalle, hormis la réunion de tous les fils. Un noeud est linéaire lorsqu’une union
de ses fils correspond & un intervalle si et seulement si ces fils sont consécutifs. Il est démontré (dans
[BXHPO05] par exemple) qu’il n’y a pas d’autre possibilité.

Il est d’'usage d’indiquer le type de chaque nceud sur 'arbre des intervalles communs, comme
cela est fait sur la figure 2.8.

On peut remarquer que les nceuds d’arité 2 sont, au sens de la définition ci-dessus, a la fois
premiers et linéaires. Pour les besoins de cette étude, on leur attribuera le type L. Dans d’autres
contextes, il est parfois plus judicieux de faire le choix de leur donner le type P.

Une légere variante des arbres des intervalles communs consiste a ne pas plonger I'arbre dans
le plan, mais & ordonner les fils des noeuds linéaires selon un ordre compatible avec leur définition :
une union de fils d’un nceud linéaire doit correspondre a un intervalle si et seulement si ces fils
sont consécutifs dans l'ordre choisi (et un noeud est linéaire si et seulement si un tel ordre existe).
Les noeuds premiers restent non ordonnés. La structure ainsi obtenue ne s’appelle plus arbre des
intervalles communs mais PQ-arbre. Dans les PQ)-arbres, les noeuds premiers sont appelés nceuds
P et les noeuds linéaires noeuds Q).

Enfin, on utilise parfois un code de forme pour distinguer les noeuds premiers et les nceuds
linéaires sans alourdir les notations comme dans la figure 2.8 : on utilise une forme rond pour
représenter les noeuds premiers et une forme carrée pour les noeuds linéaires.

Algorithmiquement parlant, la propriété principale des arbres des intervalles communs est qu’ils
permettent le stockage dans une structure linéaire de toute 'information nécessaire a décrire tous
les intervalles communs d’une permutation : ils sont soit un nceud premier, soit la réunion de fils
consécutifs d’un neeud linéaire. Des exemples d’utilisation en algorithmique de I'arbre des intervalles
communs ont été donnés au début du paragraphe 2.3. Les aspects algorithmiques du calcul de ces
arbres seront étudiés au paragraphe 2.3.3. Avant cela, on leve le voile sur les relations tres étroites
qui unissent les arbres des intervalles communs aux arbres de décomposition des permutations.

2.3.2 Lien étroit avec les arbres de décomposition

Sur un arbre des intervalles communs, on peut proposer un étiquetage supplémentaire des noeuds
internes, par des permutations de S, appelées permutations quotient.

Définition 2.51. On considere I'arbre des intervalles communs d’une permutation o, plongé dans
le plan de maniere canonique. Tout noeud interne V' de cet arbre correspond a un intervalle I, et les
fils V1, Va, ..., Vi de V (dans l'ordre de gauche a droite) correspondent a des intervalles I, Io, ... I},
dont la réunion donne I. La permutation quotient associée au noeud V est la permutation p de Si
telle que p; < p; si et seulement si [; < I;, c’est-a-dire si et seulement si chaque élément de I; est
inférieur & chaque élément de I;.

Exemple 2.52. La permutation quotient associée a la racine de 'arbre de la figure 2.8 est 314 2.
Celle associée a son fils le plus a droite est 12.

Par définition des nceuds premiers, les permutations quotient qui les étiquettent n’ont aucun
intervalle non trivial, c’est-a-dire que ce sont des permutations simples. Pour les nceuds linéaires,
sachant que toute union de fils consécutifs doit former un intervalle, les seules permutations quotient
possibles sont de la forme 12...k (notées @) ou k...21 (notées ©).
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Proposition 2.53. Par rapport a l’étiquetage des neuds de l'arbre des intervalles communs par
des intervalles, I'étiquetage par des permutations quotient est en fait un étiquetage alternatif plutét
qu’un étiquetage supplémentaire : on peut retrouver les intervalles étiquetant les neeuds a partir des
permutations quotient.

Démonstration. On se donne une permutation o de taille n, et son arbre des intervalles communs
7. On étiquette les nceuds internes de 7, de type P ou L, par leurs permutations quotient, et on
efface les intervalles étiquetant les nceuds de 7. Les noeuds premiers sont donc étiquetés par des
permutations simples, et les nceuds linéaires par des symboles & ou ©, selon que la permutation
quotient est I'identité ou son miroir.

Par un traitement de I'arbre de haut en bas, on attribue aux nceuds V' de 7 des intervalles
d’entiers, qui contiennent chacun autant de valeurs qu’il y a de feuilles dans le sous-arbre de 7°
enraciné en V.

Ala racine, on attribue 'intervalle [1..n]. On note k l'arité de la racine, et V1, Va, ...V} ses fils,
de gauche a droite. On note t; le nombre de feuilles dans le sous-arbre de 7 de racine V;.

Si la racine est étiquetée par @, on attribue & ses fils Vi, Va, ... Vi les intervalles [1..t1], [(t1 +

1)..(t1 +t2)],...,[(t1 +t2+ ... + tg—1 + 1)..n] respectivement.
Si elle est étiquetée par ©, on attribue a ses fils Vi, Vi_1,... V7 (de droite a gauche donc) les
intervalles [1..tg], [(tx + 1)..(tx + th—1)],- .-, [(tk + tk—1 + ...+ t2 + 1)..n] respectivement.

Si elle est étiquetée par une permutation simple 7, pour i1 = 7~ (1), le fils V;, recoit I'intervalle
[1..t;,]. Puis pour iy = 7~1(2), on attribue & V;, I'intervalle [(¢;, + 1)..(t;, + t;,)], et ainsi de suite
jusqu’a iy = w1 (k) pour lequel V;, recoit U'intervalle [(t;, +ti, + ... +ti,_, +1)..n].

On procede ainsi récursivement dans les sous-arbres, en découpant a chaque étape l'intervalle
associé a un noeud en intervalles plus petits attribués a ses fils, pour distribuer jusque dans les
feuilles les entiers entre 1 et n. Evidemment, I'intervalle associé a un noeud selon ce procédé est la
réunion des intervalles associés a ses fils.

Enfin, la maniere dont procede le découpage de lintervalle I d’un noeud V' en intervalles
I, Iy, ..., I de ses fils (de gauche & droite) assure que la permutation quotient associée a V' selon
la définition 2.51 est bien la permutation qui étiquette le noeud V.

La structure de 'arbre étant demeurée inchangée, pour conclure que 1’étiquetage par des inter-
valles qui a été calculé pour les nceuds de 7 correspond bien & celui qui définit 'arbre des intervalles
communs, il suffit maintenant de vérifier que la permutation que I'on peut lire de gauche a droite
sur les feuilles de 7 dans I'étiquetage calculé (que ’on note 7) est la permutation de départ o.

Pour cela, on fixe 7 < j, et on montre que la relation d’ordre entre 7; et 7; est la méme qu’entre
o; et 0j. On considere la i-eme et la j-eme feuille de 7, dans l'ordre de gauche a droite. Ces
feuilles sont étiquetées par o; et o; dans 'arbre des intervalles communs de o, et par 7; et 7; dans
I’étiquetage calculé. Or la relation d’ordre entre les étiquettes de ces deux feuilles est déterminée par
la permutation quotient qui étiquette leur plus petit ancétre commun. Cette permutation quotient
étant la méme pour o et pour 7, on a bien 0; < 05 si et seulement si 7; < 7;. On conclut donc que
T=o0. O

L’arbre obtenu a partir d’un arbre des intervalles communs, en étiquetant ses nceuds par leurs
permutations quotient plutot que par leurs intervalles, a la forme d’un arbre de décomposition, au
sens de la définition 2.42, a ceci pres qu'il faut assurer qu’il n’y ait pas d’aréte entre deux nceuds
linéaires de méme signe. Ce dernier point est assez évident, sachant que les noeuds correspondent
a des intervalles forts : si un nceud linéaire V' a un fils linéaire V' de méme signe, un intervalle
chevauchant V' peut étre construit comme union du dernier fils de V' & gauche de V' et du fils
le plus & gauche de V' (ou du premier fils de V & droite de V' et du fils le plus & droite de V'),
contredisant ainsi que V' est un intervalle fort.

Plus précisément, et comme on pouvait s’y attendre, ’arbre des intervalles communs d’une
permutation ¢ ainsi étiqueté est en fait égal a 'arbre de décomposition de o.
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Théoréme 2.54. L’arbre des intervalles communs entre Id, et une permutation o € S, une fois
ses neeuds Etiquetés par leurs permutations quotient, correspond exactement a 'arbre de décompo-

sition de o.

Démonstration. On considere une permutation o € S,, et sa décomposition par substitution o =
mla®, @ ... o], ou le squelette 7 de o est 12...k (ou @), k...21 (ou ©) ou une permutation
simple. D’apres la remarque 2.32, les o sont des intervalles de o, et la définition de la dilatation
(définition 2.29) assure que la permutation quotient associée & la partition de l'intervalle [1..n] en
les intervalles correspondant aux a(® est 7.

11 suffit donc de vérifier que les a(® sont les intervalles forts maximaux de o pour conclure par
récurrence au résultat annoncé.

On suppose d’abord que m = @, le cas © étant traité de la méme facon. Par ’absurde, supposons
qu'il existe un a(? qui n’est pas un intervalle fort. Il existe donc un intervalle I qui chevauche a(?.
Comme 7 = @ l'intervalle I contient au moins un point appartenant & a9 ou al=1. On voit
alors clairement sur la figure 2.9 que lintersection de I et de a(® est un intervalle qui contredit que

a® est @-indécomposable.

JYCREY)

Fi1G. 2.9 — Preuve du théoréme 2.54 : contradiction dans le cas d’un nceud linéaire.

Si au contraire 7™ est une permutation simple, on raisonne encore par l’absurde en supposant
quil existe un intervalle I chevauchant un intervalle o, et débordant donc sur un intervalle a7,
Alors oD U a9 U I est un intervalle, car la boite englobante de oD Ul U T, cest-a-dire le plus
petit rectangle contenant a® U o) U T (voir définition page 172), n’admet aucun point sur ses
cotés (voir figure 2.10, ou la boite englobante est indiquée en pointillés). Cela implique que dans
la représentation graphique de 7, la boite englobante des points 7 (i), 7(j) et 7(¢), pour les indices
¢ tels que o N T # (), est un intervalle, et comme 7 est simple, cet intervalle est nécessairement
[1..k]. Ainsi, on déduit que o Ua?) UT = [1..n]. Supposant que o?) est plus & gauche (resp. plus &
droite) que a onaalorsi =1 (resp. i = n). En outre, si a® est situé plus bas que a9, on obtient
que 1 € o9 sinon, c’est n qui appartient & o). Ainsi, dans le squelette 7, on a soit 7(1) = 1, soit
(1) =k (resp. w(k) = 1, soit w(k) = k). Dans les deux cas, moms ... (resp. mima ... Tk_1) est un
intervalle de 7, contredisant que 7 est simple.
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Fia. 2.10 — Preuve du théoréme 2.54 : contradiction dans le cas d’un nceud premier.
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Ceci assure que les a(? sont des intervalles forts. On montre & présent qu’ils sont des intervalles
forts maximaux. Tout d’abord, comme les a(? sont des intervalles forts, tout intervalle fort qui
contient 'un d’eux est nécessairement une union de a®. Une telle union de a(® correspond & un
ensemble d’éléments de la permutation squelette 7, et une union de a(® est un intervalle si et
seulement si les éléments correspondant dans 7 forment aussi un intervalle.

Lorsque 7 est une permutation simple, le seul intervalle de cardinal supérieur a 1 de 7 est la
réunion de tous les éléments de 7, ce qui assure que [1..n] est le seul intervalle fort dans lequel sont
contenus les a(?. Ce raisonnement est valable aussi lorsque 7 = 12 ou 21.

Si 7 est de la forme 12... %k ou k...21 avec k > 3, les intervalles de 7 de cardinal supérieur a 1
sont tous les [i..j] pour 1 < i < j < k. Parmi ces intervalles, le seul qui n’en chevauche aucun autre
est [1..k], ce qui assure que [1..n] est le seul intervalle fort de ¢ dans lequel sont contenus les a(®).

Chaque a® est donc un intervalle fort maximal de o, et comme leur union est [1..n], ils
représentent bien tous les intervalles forts maximaux de o, ce qui conclut la preuve. ]

Remarque 2.55. Méme si ce n’est pas le point de vue qui a été adopté ici, la preuve précédente
peut étre formulée en termes de propriétés des familles faiblement partitives [Mon03, par exemple].

Les arbres de décomposition et les arbres des intervalles communs représentent donc essentielle-
ment la méme structure, mais dans des contextes d’étude différents. La question du calcul de cet
arbre a été étudiée en détails pour les arbres des intervalles communs, et les résultats se transferent
sans difficulté aux arbres de décomposition.

2.3.3 Algorithmes de calcul en temps linéaire

On présente maintenant un bref historique des algorithmes de calcul de 'arbre des intervalles
communs, et les résultats de complexité obtenu. On verra ensuite comment calculer I’étiquetage
par des permutations quotient qui donne I’arbre de décomposition.

Calcul de I’arbre des intervalles communs

Comme pour la définition de I'arbre des intervalles communs, on s’intéresse ici au calcul de
I’arbre des intervalles communs a deux permutations de méme taille (notée n), dont une identité.
Les méthodes présentées s’étendent cependant & un ensemble de d > 2 permutations (de méme
taille toujours) dont une identité.

Dans tout ce paragraphe, on note n la taille des deux permutations en entrée, et K le nombre
de leurs intervalles communs.

L’algorithme fondateur pour le calcul de ’ensemble des intervalles communs a deux permuta-
tions est dtt a T. Uno et M. Yagiura en 2000 [UY00]. Cet algorithme permet de calculer ’ensemble
des intervalles communs a deux permutations en temps O(n + K). A priori, K est de I'ordre de
O(n?). Lalgorithme de T. Uno et M. Yagiura n’est donc pas linéaire en la taille de I'entrée, mais
il est linéaire en la taille du résultat calculé.

Les améliorations développées a partir de I’algorithme de T. Uno et M. Yagiura, pour obtenir des
algorithmes linéaires en la taille de I’entrée, consistent a trouver une structure de taille linéaire en n,
calculable en temps O(n), et a partir de laquelle on peut retrouver en temps O(K) I’ensemble des K
intervalles communs. L’arbre des intervalles communs est une structure qui satisfait ces propriétés,
mais il en existe d’autres, comme ’ensemble des intervalles irréductibles, ou les générateurs.

La premiere amélioration de ce type est due a S. Heber et J. Stoye en 2001. Dans [HS01], ils
donnent un algorithme linéaire en n (adapté de celui de T. Uno et M. Yagiura) pour calculer un
sous-ensemble de I’ensemble des intervalles communs, appelés les intervalles irréductibles. 11 y a au
plus n — 1 tels intervalles. A partir de ’ensemble des intervalles irréductibles, S. Heber et J. Stoye
donnent aussi un algorithme pour calculer en temps O(K) la totalité des intervalles communs.
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Dans [BXHPO05], B.-M. Bui Xuan, M. Habib et C. Paul proposent une adaptation de I’algorithme
de T. Uno et M. Yagiura qui utilise 'arbre des intervalles communs. Cet arbre, qui permet un
stockage dans une structure de taille linéaire en n de 'ensemble (a priori quadratique) des intervalles
communs, peut étre calculé en temps O(n). Et il permet de produire en extension ’ensemble des
K intervalles communs en temps O(K).

L’algorithme de [BXHPO5] permet de calculer les intervalles forts en temps O(n), et d’obtenir
en méme temps l'ordre d’inclusion entre les intervalles forts, c’est-a-dire (& détermination pres des
nceuds premiers et linéaires) 'arbre des intervalles communs.

Ici, le sous-ensemble des intervalles qui contient toute I'information nécessaire est ’ensemble
des intervalles forts, au lieu de 'ensemble des intervalles irréductibles de [HS01]. [BXHPO05] montre
aussi comment les intervalles irréductibles peuvent étre lus sur ’arbre des intervalles communs, et
comment on peut passer d’une structure a 'autre en temps O(n).

Outre en simplifier la preuve, I’adaptation de l'algorithme de T. Uno et M. Yagiura proposée
par [BXHPO5] permet d’élargir la méthode au champ de la décomposition modulaire des graphes.
Etant donnée une permutation factorisante d’un graphe, la méthode développée par [BXHPO05] pour
le calcul de I'arbre des intervalles communs permet en effet de calculer ’arbre de décomposition
modulaire du graphe. Cela fait des permutations un point d’entrée pour concevoir des algorithmes
sur les graphes.

Dans les travaux [BCMR08, BCMRO05] de A. Bergeron, C. Chauve, F. de Montgolfier et M. Raf-
finot, la base linéaire qui permet de construire ’ensemble des intervalles communs n’est plus un
sous-ensemble de ces intervalles (comme les intervalles irréductibles de [HS01] ou les intervalles forts
de [BXHPO05]), mais de nouveaux objets, les générateurs, qui sont des paires de tableaux (R, L)
satisfaisant des propriétés particulieres. C’est donc une structure de données plus simple, qui donne
lieu a une autre méthode (plus simple aussi que I'algorithme de Uno et Yagiura) pour le calcul de
I’arbre des intervalles communs a deux permutations.

Parmi tous les générateurs possibles pour un ensemble de 2 (ou d > 2) permutations, les
générateurs commutants possedent des propriétés supplémentaires et permettent de calculer aisé-
ment l'ensemble des intervalles communs en temps O(K).

Un générateur commutant (la paire notée (Sup, Inf) dans [BCMRO08, BCMRO5]) est facilement
construit en temps O(n).

Et parmi les générateurs commutants, il est est un (le générateur canonique), que 'on peut
construire en temps linéaire & partir de tout générateur commutant, et grace auquel on peut revenir a
la notion d’intervalles forts et de PQ-arbre. Le passage de la représentation des intervalles communs
par leur générateur canonique a la représentation par ensemble des intervalles forts est linéaire. Le
calcul de ’arbre des intervalles communs a partir des intervalles forts doit étre effectué dans un
deuxieme temps (avec calcul de 1'ordre arborescent d’inclusion, puis étiquetage par P ou @ des
nceuds), mais 1a encore, [BCMR08, BCMRO05] décrivent une procédure pour le faire en temps
linéaire. Réciproquement, on peut passer en temps linéaire du PQ-arbre au générateur canonique
en temps linéaire.

Ces travaux présentent ainsi plusieurs preuves du résultat de complexité suivant :

Théoréme 2.56. L’arbre des intervalles communs d’une permutation o € S, peut étre calculé en
temps O(n).

Ajout des permutations quotient étiquetant les noeuds

Il faut remarquer que le probleme du calcul des permutations quotient étiquetant les nceuds de
I’arbre de décomposition, bien que facile a résoudre, n’est pas étudié a ma connaissance dans la
littérature. On propose ici un algorithme linéaire en la taille de la permutation pour résoudre ce
probleme.
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Théoréme 2.57. On considére une permutation o de taille n, et son arbre des intervalles communs
T. Le calcul des permutations quotient associées a tous les neeuds de T peut étre fait en temps O(n).

Démonstration. L’algorithme 2.1 décrit la procédure pour calculer les permutations quotient as-
sociées & tous les nceuds de 7.

L’idée de l'algorithme est la suivante : les éléments de 1 a n remontent depuis les feuilles de 7
jusqu’a la racine, tant que les arétes empruntées n’ont pas encore été visitées. Le long de ce chemin,
les éléments de 1 a n impriment leur valeur dans tous les nocuds rencontrés : a chaque nceud V est
associé a un tableau Ty, et la valeur remontant depuis la k-éme aréte sortant de V' (dans I'ordre
de gauche a droite) s’imprime dans Ty [k]. Ainsi, chaque nceud interne V' de 7 contient un tableau
d’entiers distincts dont la taille est égale au nombre de fils de V. Il faut ensuite procéder a la
normalisation de ces séquences d’entiers distincts pour obtenir les permutations quotient.

Pour éviter cette étape de normalisation, ’algorithme 2.1 utilise un compteur par nceud interne
de 7', mais le principe reste le méme.

Algorithme 2.1 Algorithme de calcul des permutations quotient associées a tous les nceuds de
I’arbre des intervalles communs.
1: DONNEES : L’arbre des intervalles communs 7 d’une permutation o de taille n.

2: pour tout nceud interne V de 7 faire

3 Créer un compteur cy initialisé a 1.

4:  Créer un tableau Ty de longueur égale a I'arité de V.
5. fin pour

6: Créer I'ensemble £ des arétes visitées, initialisé & ().

7: pour ¢ allant de 1 a n faire
8:  On considere le chemin C de la feuille correspondant & {i} a la racine.
9:  pour toutes les arétes (V, W) de C, W étant le fils de V faire

10: si l'aréte (V, W) n’a pas encore été visitée par 'algorithme (c’est-a-dire (V, W) ¢ &) alors
11: k < Dentier t.q. (V, W) est la k-éme aréte sortant de V', dans l'ordre de gauche a droite
12: Tv[k] «— Ccy

13: cy —cy +1

14: Insérer (V,W) dans &.

15: finsi

16:  fin pour

17: fin pour

18: SORTIE : L’arbre 7 ou les nocuds internes V' sont étiquetés par les permutations contenues dans
les tableaux Ty .

Pour obtenir I'étiquetage des nceuds linéaires de 7 par @ et © plutot que par des permutations
identités ou miroirs d’une identité, il suffit, pour chaque noeud linéaire de 7', de comparer Ty [1] et
Ty [2] : si Ty[1] < Ty [2] alors le noeud est étiqueté @, sinon il est étiqueté ©.

Le fonctionnement de ’algorithme 2.1 est illustré sur la figure 2.11.

L’algorithme 2.1 parcourant seulement une fois chaque aréte de 'arbre, il a une complexité
linéaire en ce nombre d’arétes, et donc aussi en n.

Reste a justifier que les permutations Ty, calculées sont bien les permutations quotient associées
aux noeuds V' de 7. Pour cela, on considére un noeud V' de 7 d’arité k, et deux indices i et j entre
1 et k. Le fonctionnement de l'algorithme assure que Ty [i] < Ty [j] si et seulement §'il existe un
élément dans le i-éme fils de V' (pour l'ordre de gauche a droite) qui est inférieur a tous les éléments
contenus dans le j-eéme fils de V. Ces deux fils de V' sont notés V; et V; respectivement. Comme V;
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et V; sont des intervalles, on déduit que Ty [i] < Ty [j] si et seulement si V; < V. Par la définition
2.51, cela assure que Ty est la permutation quotient associée au nocud V. ]

Arbre des

intervalles communs

23410175986

Arbre de
décomposition

Q413>

1234+ 3142

". e« e . ‘ .1' '

cy =3

- -

Fia. 2.11 — Déroulement de l'algorithme 2.1 pour la permutation 0 =23410175986. Les noeuds
premiers de 'arbre des intervalles communs sont indiqués par une forme circulaire, et les nceuds
linéaires par une forme rectangulaire. Les traits rouges et gras indiquent le calcul a I’étape courante,
et les traits en pointillé bleu les calculs effectués aux étapes précédentes.

On rappelle (théoreme 2.54) que I'arbre des intervalles communs d’une permutation o, muni
de I'étiquetage par des permutations quotient, est en fait I’arbre de décomposition de o. Avec le
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résultat du théoreme 2.56, et le théoreme 2.57 ci-dessus, on obtient donc un algorithme linéaire de
calcul des arbres de décomposition. Ceci justifie le théoreme 2.45 annoncé plus haut.

2.4 Produit de substitution et classes fermées par produit de sub-
stitution

On revient dans ce paragraphe aux arbres de décomposition et a la décomposition par substi-
tution des permutations, qui est sous-jacente a la définition de ces arbres.

Parmi toutes les classes de permutations, certaines sont aisément caractérisables grace a la
décomposition par substitution. Il s’agit des classes fermées par produit en couronne ou produit de
substitution (wreath-closed ou substitution-closed classes en anglais). On rencontrera ces classes a
plusieurs reprises dans cette these, en particulier dans la partie IV. Beaucoup de propriétés générales
des classes de permutations sont en effet plus faciles a démontrer sur les classes fermées par produit
de substitution, et la preuve de ces propriétés dans ce cas restreint fournit une partie des outils
nécessaires a sa preuve dans le cas général.

2.4.1 Définitions et propriétés

Le produit en couronne (wreath product en anglais) sur les permutations a été défini en 2002
par M. D. Atkinson et T. Stitt [AS02]. Il faut remarquer que cette définition est antérieure aux
théoremes de décomposition par substitution des permutations. Cependant, le produit en couronne
est intimement lié & la substitution dans les permutations. Ce lien est explicité dés I'article [AA05] de
M. H. Albert et M. D. Atkinson, ou la substitution dans les permutations est définie. Suivant cette
logique, le produit en couronne a regu par la suite le nom de produit de substitution (substitution
product en anglais). Dans cette these, on utilisera de préférence cette seconde terminologie, plus
explicite.

Définition 2.58. On se donne deux ensembles C et D de permutations. Leur produit de substitution
(aussi appelé produit en couronne) est 'ensemble C{ D des permutations o telles qu’il existe 7 € C,

et des permutations a(l),a@), .. k) appartenant toutes a D, avec k = ||, vérifiant que o =
mla, @, o),

S al

Le produit de substitution peut ainsi étre vu comme une généralisation de la dilatation a des
ensembles de permutations.

Remarque 2.59. Le produit de substitution est défini sur les ensembles de permutations, en toute
généralité. On s’intéressera cependant essentiellement au produit de substitution de deux classes
de permutations. Evidemment, si C et D sont deux classes de permutations, alors C { D est aussi
une classe de permutations. La démonstration peut étre trouvée dans [AS02].

Définition 2.60. Une classe de permutations C est fermée par produit de substitution si elle vérifie

Ci:C=C.

Lemme 2.61 ([Brib]). L’intersection de classes de permutations fermées par produit de substitution
est aussi une classe fermée par produit de substitution.

Le lemme 2.61, dont la preuve est immédiate et omise ici, autorise la définition de la fermeture
d’une classe par produit de substitution :

Définition 2.62. La fermeture par produit de substitution d’une classe C, notée (C) est la plus
petite classe fermée par produit de substitution qui contient C, c’est-a-dire 'intersection de toutes
les classes fermées par produit de substitution contenant C.
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Alternativement, on peut définir (C) comme U,>1C", avec C! = C et C"™! = C1C". Ces deux
définitions sont équivalentes.

Exemple 2.63. La classe C = §(231) des permutations triables par une pile n’est pas fermée par
produit de substitution : par exemple 1,12 et 21 appartiennent a C, alors que 231 = 21[12,1] ¢ C. La
fermeture de C par produit de substitution est la classe §(2413,3142) des permutations séparables.

La définition 2.60, le lemme 2.61, et la définition 2.62 s’énoncent de la méme fagon pour les
ensembles C de permutations qui ne sont pas forcément des classes. La fermeture par produit de
substitution d’un ensemble C de permutations, notée aussi (C), est le plus petit ensemble fermé par
produit de substitution qui contient C.

Dans [AA05], M. H. Albert et M. D. Atkinson donnent une caractérisation des classes fermées
par produit de substitution :

Théoréme 2.64. Une classe de permutations est fermée par produit de substitution si et seulement
st tous les éléments de sa base sont des permutations simples.

Dans I’énoncé du théoreme 2.64, les permutations 1, 12, et 21 sont considérées comme des
permutations simples. On note cependant que leur appartenance a la base d’une classe en rend
I’étude assez immédiate.

Avec la méme convention que 1, 12, et 21 sont des permutations simples, M. H. Albert et
M. D. Atkinson énoncent aussi le résultat suivant, qui est une conséquence directe des théorémes
2.33 (de décomposition par substitution) et 2.64 :

Théoreme 2.65. Une classe C fermée par produit de substitution est égale a la fermeture par
produit de substitution de [’ensemble des permutations simples appartenant a C.

Ce théoreme a en particulier pour conséquence [Brib] que les permutations simples appartenant
a une classe sont les mémes que celles appartenant a sa fermeture par produit de substitution.

Le théoreme 2.65 peut aussi étre lu avec le point de vue des arbres de décomposition. Cela revient
a remplacer dans sa preuve le théoréme 2.33 de décomposition de M. H. Albert et M. D. Atkinson,
par le théoreme 2.35, sa variante permettant de définir les arbres de décomposition.

Théoreme 2.66. Les arbres de décomposition des permutations appartenant a une classe C fermée
par produit de substitution sont tous ceux construits sur ’ensemble de neeuds {®, ©, Si(C)}, ou Si(C)
désigne 'ensemble des permutations simples (de taille supérieure ou égale a 4) appartenant a la
classe C.

Dans le cas ou 12 ¢ C (resp. 21 ¢ C), il faut retirer @& (resp. ©) de U'ensemble des neeuds
possibles, et dans ce cas Si(C) = 0 et C est I'ensemble des permutations miroirs d’une identité
(resp. des permutations identités).

Hormis les deux cas particuliers mis en évidence par le théoreme 2.66, une classe C fermée par
produit de substitution peut donc étre décrite par un ensemble F de permutations simples, qui est
fermé pour la relation de motif (pour toute permutation 7 € F, si 0 < 7 et si o est simple, alors
ogekFE).

Réciproquement, étant donné un tel ensemble FE, les permutations dont les arbres de décom-
position sont construits sur l'ensemble de noeuds E U {®, ©} forment une classe de permutations
fermée par produit de substitution.

Une classe fermée par produit de substitution est donc entierement caractérisée par un ensemble
de permutations simples fermé pour la relation de motif, qui correspond aux étiquettes possibles
des nceuds premiers des permutations de la classe.
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2.4.2 Exemples d’utilisation des classes fermées par produit de substitution

Grace aux propriétés exposées au paragraphe 2.4.1, les classes de permutations fermées par
produit de substitution forment une famille de classes pour laquelle certaines questions se résolvent
plus facilement que dans le cadre général des classes de permutations. Cela se vérifie en particulier
pour les problemes combinatoires sur les classes de permutations qui sont abordés sous ’angle de
la décomposition par substitution. Ce champ de recherche étant en cours de développement, les
exemples de tels problemes sont encore peu nombreux, mais tout a fait éloquents. On en présente
quelques uns ici.

Un des résultats majeurs de 'article [AA05] fondateur de la décomposition par substitution des
permutations est le théoreme suivant :

Théoréme 2.67. Si une classe C de permutations contient un nombre fini de permutations simples,
alors la base de C est finie.

On reviendra dans la partie IV sur certaines conséquences de ce résultat. Ici, on s’intéresse
plutot a la structure de la démonstration du théoreme 2.67.

Les classes de permutations fermées par produit de substitution, du fait que les permutations de
leur base soient toutes simples (théoréme 2.64), constituent un cas particulier naturel au théoréeme
2.67. En effet, si on considére une classe C de permutations fermée par produit de substitution, qui
contient un nombre fini de permutations simples, alors il existe un entier N qui est la taille maximale
d’une permutation simple appartenant a C. Par le théoreme 2.27, on déduit alors facilement que
les permutations simples de la base de C sont de taille au plus N + 2. Le théoreme 2.64 affirmant
que la base de C n’est composée que de permutations simples, ceci assure que la base de C est finie.

Le résultat du théoreme 2.67 restreint aux classes fermées par produit de substitution est donc
presque immédiat (une fois qu’on dispose des bons outils). Pour obtenir ce résultat dans le cas
général, M. H. Albert et M. D. Atkinson considerent d’abord, étant donnée une classe C, sa fermeture
(C) par produit de substitution. (C) étant fermée par produit de substitution, cela assure que la
base de (C) est finie. D’autres outils (tel le lemme d’Higman sur les beaux préordres) sont ensuite
nécessaires pour en déduire que C a une base finie, mais le role fondamental que jouent les classes
fermées par produit de substitution apparait clairement dans cette preuve.

Des l'article [AS02], le produit de substitution est utilisée a des fins énumératives : M. D. Atkin-
son et T. Stitt donnent une méthode pour calculer la série génératrice d’énumération de certaines
classes de permutations bien décrites grace au produit de substitution. Cette méthode est illustrée
sur plusieurs exemples de classes de permutations, qui sont celles pouvant étre triées par certains
dispositifs composés de piles et de files d’attente.

Dans [AA05], on a aussi le résultat suivant :

Théoreme 2.68. Si une classe C de permutations contient un nombre fini de permutations simples,
alors la série génératrice de C est algébrique.

La démonstration de ce résultat commence encore par le cas, plus simple, ou C est une classe
fermée par produit de substitution.

La preuve du théoreme 2.68 fait apparaitre une méthodologie pour calculer les séries génératrices
des classes. Dans le processus de calcul, la premieére étape consiste toujours a analyser la fermeture
par produit de substitution de la classe. Les exemples développés dans [AA05] montrent comment
calculer la série génératrice d’une classe fermée par produit de substitution, mais aussi comment
trouver la série génératrice d’une classe C apres analyse de sa fermeture par produit de substitution.

Un troisieme exemple de probleme qui se résout plus facilement sur les classes fermées par pro-
duit de substitution sera étudié au chapitre 9. On y décrit un algorithme polynomial qui teste, pour
une classe de permutations C donnée par sa base finie, si C contient un nombre fini de permutations
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simples. Le théoreme 2.68 justifie d’ores et déja 'intérét porté a cette question, mais on y reviendra
au chapitre 9.

R. Brignall, N. Ruskuc et V. Vatter ont proposé dans [BRV08] une procédure de décision pour
ce probleme. Dans cette procédure, il ne se dégage pas de cas particulier spécifique aux classes
fermées par produit de substitution. En adaptant cette procédure pour en extraire un algorithme
polynomial, on fait apparaitre que cette question est plus facile a résoudre dans le cas des classes
fermées par produit de substitution, et qu’il est possible d’étendre la méthode ainsi développée pour
I’adapter a ’ensemble des classes de permutations.

2.4.3 Produit de substitution et classes de base finie

On a déja évoqué la question tres importante de la base finie au paragraphe 1.4.3 page 22. Les
méthodes développées pour décider si une classe de permutations a une base finie de motifs exclus
dépendent évidemment de la maniere dont la classe est décrite. On va voir que la donnée d’une
classe comme produit de substitution de classes plus petites est un cadre adapté pour étudier la
question de la base finie.

Généralisant la concaténation de [Atk99], le produit de substitution est un moyen de construire
des classes de permutations a partir de classes plus petites. Il est alors naturel, étant données deux
classes C et D de base finie, de chercher a faire passer la propriété de finitude de la base a la classe
C1D.

Cette question a été envisagée des [AS02], ou M. D. Atkinson et T. Stitt démontrent en parti-
culier que si C a une base finie, alors il en va de méme pour C!S(21). Mais ils observent aussi que
la classe §(21) 1 S(321654) n’a pas une base finie, interdisant d’espérer qu’en toute généralité, si C
et D sont des classes de base finie, alors C { D aussi.

C’est R. Brignall qui poursuit cette étude des relations entre classes de base finie et produit de
substitution dans [Bri07], en étudiant les classes D telles que pour toute classe C ayant une base
finie, C!D a aussi une base finie. Les outils principaux utilisés dans ce travail sont la décomposition
par substitution et les permutations en épingles.

R. Brignall met en évidence une condition suffisante sur D pour que la propriété ci-dessus soit
satisfaite : il suffit que D ait une base finie et ne contienne pas de pin sequence arbitrairement
longue. La preuve de ce résultat donne aussi une méthode pour construire la base de C1D a partir
de celles de C et D.

En outre, [Bri07] résout completement la question de savoir si pour toute classe C ayant une
base finie, C D a aussi une base finie dans les cas o D = S(o) pour |o] < 3 et D = S(o,7) pour
lo| <4 et |r| < 4.

On mentionne enfin un dernier probleme, peut-étre encore plus naturel, concernant les classes
de bases finies et le produit de substitution : étant donnée une classe C = S(B) de base finie, la
fermeture par produit en couronne (C) de C a-t-elle une base finie ?

La réponse a cette question ne peut étre unique, puisque par exemple (S(231)) a une base
finie, mais pas (§(4321)) [Brib]. La question qui s’ouvre naturellement est alors celle de trouver des
criteres sur la base B permettant de décider si la fermeture par produit de substitution de S(B) a
une base finie. R. Brignall indique dans [Brib] qu’un travail en cours de M. D. Atkinson, N. Ruskuc
et R. Smith étudie ce probleme [ARS].

2.5 Forme en moyenne des arbres de décomposition

On conclut ce chapitre consacré a la décomposition par substitution des permutations par une
analyse de la forme “en moyenne” des arbres de décomposition des permutations.

Le théoréme 2.26 assurant qu’une permutation de taille n est simple avec probabilité 1/e?
lorsque n — 0o, on peut d’abord affirmer qu’avec cette méme probabilité 1/e?, lorsque n — oo,
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un arbre de décomposition de taille n a la forme d’une racine premieére n’ayant pour fils que des
feuilles.

Ce paragraphe raffine cette analyse de la forme des arbres de décomposition, et présente un
résultat nouveau, publié dans larticle [BCMR], dans le cadre de I’analyse en moyenne des scénarios
calculés par un algorithme de tri parfait par renversement de permutations signées. On reviendra
sur cette étude de complexité dans le chapitre 7. On présente cependant des maintenant le résultat
sur la forme en moyenne des arbres de décomposition, intéressant en soi.

Au préalable, on pose la définition suivante :

Définition 2.69. Une cerise dans un arbre de décomposition est un nceud de degré 2 dont les
deux fils sont des feuilles.

D’apres la remarque 2.25, une cerise est un nceud linéaire.

Théoreme 2.70. Asymptotiquement, avec probabilité 1, une permutation o de taille n tirée uni-
formément au hasard a un arbre de décomposition dont la racine est un neud premier dont tous
les fils sont soit des feuilles soit des cerises. En outre, la probabilité que son arbre de décomposition
soit de cette forme et compte exactement k cerises est asymptotiquement e%—z,

On peut déduire immédiatement du théoreme 2.70 que, dans le cas ou ’arbre de décomposition
est bien de la forme décrite par ce théoréeme, le nombre moyen de cerises sous la racine est 2.

La preuve du théoreme 2.70 repose sur le lemme 2.72 qui généralise le résultat suivant :

Lemme 2.71. [AAKO03, Lemme 7] On note py i le nombre de permutations de taille n qui con-
tiennent un intervalle minimal de taille k. Pour toute valeur entiére c, on a

> =0,

k=c+2

On peut en fait s’affranchir de 'hypothese de minimalité :

Lemme 2.72. On note pl, .. le nombre de permutations de taille n qui contiennent un intervalle I
de taille k. Pour toute valeur entiére c, on a

n—c /

> M= o).

k=c+2

Démonstration. La preuve du lemme 2.72 ressemble beaucoup a celle du lemme 2.71 dans 'article
[AAKO03]. On commence par remarquer que p, , < (n—k+1)k!(n—k+1)!. En effet, le membre droit
compte le nombre de permutations quotient q{li correspondent & I (soit k!), les valeurs possibles de
P’élément minimal de I (en nombre n — k + 1), et la structure du reste de la permutation avec un
élément en plus (celui qui est dilaté par I'). Ainsi, seuls les termes extrémaux de la somme peuvent
étre de I'ordre de O(n™°), et les termes restant sont tous d’ordre O(n=¢"1). Comme il y a moins
de n termes dans la somme, on conclut avec le résultat annoncé. ]

Démonstration du théoreme 2.70. Le lemme 2.72 appliqué pour ¢ = 1 énonce que la proportion
de permutations qui contiennent des intervalles de taille au moins 3 et au plus n — 1 est O(n™1).
Remarquons a présent que les permutations dont les intervalles sont tous de taille 1,2 ou n sont
exactement les permutations dont ’arbre de décomposition est constitué d’une racine premiere dont
tous les fils sont soit des feuilles soit des cerises.
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D’autre part, en notant s,, le nombre de permutations simples de taille n, le nombre de permu-
tations dont I'arbre de décomposition a une racine premiere dont k fils sont des cerises (les autres
étant des feuilles) est s,k (";k) 2k D’apres le théoreme 2.26, une estimation asymptotique de ce

%, ce qui acheve la démonstration du théoreme 2.70. O

nombre est

On peut comparer le résultat du théoreme 2.70, qui concerne les arbres de décomposition des
permutations, a un résultat analogue dans le cadre des graphes (et méme dans un cadre algébrique
plus général). Il est bien connu (voir par exemple [MR84]) qu’un graphe a une probabilité 1 d’étre
premier, c’est-a-dire d’avoir un arbre de décomposition modulaire dont la racine est un noeud
premier dont tous les fils sont des feuilles. Notre résultat sur les arbres de décomposition s’accorde
bien avec ce qui est connu des arbres de décomposition modulaire, tout en soulignant les différences
qui existent entre ces deux objets.
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Deuxieme partie

Recherche de motifs dans les
permutations

« From the moment of my birth

To the instant of my death,

There are patterns I must follow
Just as I must breathe each breath. »

Simon & Garfunkel, Patterns
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Généralités sur la recherche de
sous-structure dans les objets
structurés

Dans cette partie, on s’intéresse a des problemes algorithmiques de recherche de motif dans les
permutations. Ce travail se place dans le cadre plus général de la recherche de “sous-structure”
dans des objets structurés, comme les mots, ou les graphes. Les permutations se situent en quelque
sorte & mi-chemin entre ces deux exemples. Comme les mots, elles ont une structure linéaire, mais
qui est enrichie par le fait que les lettres en sont totalement ordonnées. Mais les permutations
peuvent aussi étre vues a travers leurs graphes de permutation, qui forment un sous-ensemble de
I’ensemble de tous les graphes. Certains problémes difficiles sur les graphes en général se résolvent
plus facilement sur les graphes de permutation, mais d’autres gardent toute leur complexité malgré
cette restriction.

On envisagera deux types de problémes : la recherche d’occurrence d’un motif dans une per-
mutation, et la recherche de plus grand motif commun a un ensemble de permutations. Dans le
contexte des mots, ces problemes sont a rapprocher respectivement de la recherche d’occurrence
d’un sous-mot et de la recherche d’un plus grand sous-mot commun. On parle bien ici de sous-mot,
et non de facteur, bien que la recherche de facteur ait été plus étudiée dans la littérature d’algorith-
mique du texte. Dans le cas des graphes, la notion de sous-structure qui correspond le mieux aux
motifs dans les permutations est celle de sous-graphe induit, et les problemes analogues a ceux qui
nous intéressent sont donc l’isomorphisme d’un sous-graphe induit et la recherche de plus grand
sous-graphe induit commun.

Du point de vue de la complexité, les problemes de recherche d’occurrence d’un sous-mot, et
de recherche de plus grand sous-mot commun & deux mots peuvent étre résolus en temps poly-
nomial. Dans l'ouvrage [CHLO1], un algorithme de programmation dynamique pour le probleme
de la recherche de plus grand sous-mot commun est donné, ainsi que des améliorations permet-
tant d’atteindre une complexité linéaire en espace. Au contraire, dans le cadre des graphes, la
recherche de plus grand sous-graphe induit commun est un probleme N P-difficile, et méme diffi-
cilement approximable [Kan92], et I'isomorphisme de sous-graphe induit est N P-complet [Dam91,
par exemple].

Nous verrons que pour les permutations, la recherche d’un motif dans une permutation, et la
recherche de plus grand motif commun a deux permutations, sont des problemes N P-difficiles.
On s’intéressera a des restrictions de ces problemes qui admettent des solutions polynomiales, en
particulier en considérant des motifs ou des permutations dans la classe des permutations séparables.
On verra par exemple que la recherche d’un motif séparable dans une permutation est polynomiale.
Ceci contraste avec le résultat de [Dam91] énongant que I'isomorphisme de sous-graphe induit est
N P-difficile pour les graphes sans P, induit (ou cographes), qui sont les graphes de permutations
associés aux permutations séparables. Ces deux résultats ne sont pourtant pas en contradiction, car
les permutations ne sont pas en bijection avec les graphes de permutations, mais avec les graphes
de permutations étiquetés.
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Le chapitre 3 présente un état de ’art sur le probleme de la recherche d’une occurrence d’un motif
dans une permutation. On reviendra sur le caractere N P-complet de ce probleme, et on examinera
quelques restrictions qui le rendent polynomial. Parmi les résultats de la littérature, on présentera
ceux concernant la recherche d’une occurrence du motif identité 12...k dans une permutation,
et les améliorations de l'algorithme naif de recherche de motif qui conduisent & des algorithmes
efficaces pour la recherche de tout motif de taille 4. La restriction qui va nous intéresser tout
particulierement est la recherche d’un motif séparable. On définit donc la classe des permutations
séparables, et la structure d’arbre de séparation qui leur est associée. Ces arbres de séparation vont
jouer un role clé dans les algorithmes développés. Enfin, on décrit deux algorithmes polynomiaux
de recherche d’occurrence d’un motif séparable dans une permutation. Ces algorithmes sont dus a
P. Bose, J. F. Buss et A. Lubiw d’une part [BBL98], et a L. Ibarra [Iba97] d’autre part. Ils vont
constituer une base de travail pour la conception des algorithmes dans les chapitres suivants.

Le chapitre 4 considere le probleme de recherche de plus grand motif commun a deux permuta-
tions. Ce probleme est N P-difficile, de par la N P-complétude de la recherche d’occurrence de motif.
Un premier cas polynomial a été mis en évidence dans [MROG6], pour la recherche de plus grand
motif commun & deux permutations triables par pile. L’algorithme proposé repose sur une bijection
entre les permutations triables par pile et les arbres, et sur un algorithme de recherche de plus grand
sous-arbre commun & deux arbres. On proposera un algorithme polynomial pour la recherche de
plus grand motif commun entre deux permutations, dont une est séparable. Les permutations tri-
ables par pile étant séparables, ceci généralise le résultat de [MRO6]. La conception de I’algorithme
repose cependant sur des outils différents, a savoir les arbres de séparation et la programmation
dynamique, en s’appuyant sur les idées de P. Bose, J. F. Buss et A. Lubiw dans [BBL98]|. Enfin, on
verra que cet algorithme peut étre adapté pour calculer le plus grand motif commun & deux permu-
tations quelconques, en utilisant des arbres de décomposition développés a la place des arbres de
séparation. Méme si on perd bien str le caractere polynomial de ’algorithme, la complexité obtenue
n’est pas exponentielle en la taille des permutations en entrée, mais seulement en un parametre
plus petit : arité maximale d’un noeud premier dans leur arbre de décomposition. J’ai commencé
ces travaux pendant mon stage de Master [Bou06], et ils ont fait I'objet de la publication [BRO6].

Le chapitre 5 envisage une généralisation du probleme précédent : la recherche de plus grand
motif commun a un ensemble de permutations. La encore, cette question étant N P-difficile, on se
restreint & un sous-probléme, mais en imposant cette fois des conditions sur le motif cherché plutot
que sur les permutations en entrée. On s’intéresse a la recherche de plus grand motif séparable
commun & un ensemble de permutations, c’est-a-dire d’un motif séparable ayant une occurrence
dans chacune des permutations de ’ensemble, et qui soit le plus long pour ce critere. On décrira un
algorithme polynomial pour la recherche de plus grand motif séparable commun & un ensemble de
k permutations (k étant fixé), et on verra que quand le cardinal de ’ensemble de permutations en
entrée n’est pas connue a ’avance, le probleme est N P-difficile. Il est naturel alors de se demander si
le plus grand motif séparable commun & un ensemble de permutations est une bonne approximation
de leur plus grand motif commun (sans contrainte de séparabilité). On verra qu’en contraignant le
motif & appartenir a une classe de permutations (comme les séparables, entre autres), on ne peut
pas faire mieux qu’obtenir une approximation en 1/Opt, Opt désignant la taille du plus grand motif
commun non contraint. Ces résultats ont été publiés dans [BRVO07].
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Chapitre 3

Etat de D’art : recherche de motifs

dans les permutations
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3.1 Le probleme de recherche de motif dans les permutations

3.1.1 Présentation du probleme

Le probleme considéré est celui de la recherche d’une occurrence d’un motif dans une permu-
tation. On rappelle (voir définition 1.14 page 15) qu'un motif o € Sy a une occurrence dans une
permutation 7 € S, s’il existe des entiers 1 < i1 < 49 < ... < i < n tels que la sous-séquence
TiyTiy - - - Ti,, €Xtraite de 7 est isomorphe en ordre a o. Une occurrence de o dans 7 est alors la
sous-séquence T;, Ti, - - - Tij -

Savoir décider si un motif apparait dans une permutation est une question essentielle. En partic-
ulier, une procédure de décision d’occurrence d’un motif dans une permutation fournit directement
une procédure de test d’appartenance d’une permutation a une classe, pour toute classe de permu-
tations donnée par sa base de motifs exclus, et dans le cas (souvent observé dans la littérature) ou
cette base est finie.

On donc considere le probleme de décision suivant :

Probléeme 3.1 (Recherche de motif).
DONNEES : Un motif o de taille ¥ et une permutation 7 de taille n.
SORTIE : Un booléen qui indique si o a une occurrence dans 7 ou non.

On sera amené a considérer des variantes de ce probleme, en demandant en sortie d’exhiber
une occurrence de o dans 7 s’il en existe une, de compter le nombre de telles occurrences, de les
calculer toutes. ..

On peut aussi parfois souhaiter que le motif o ne fasse pas partie des données du probleme, et
soit plutot une donnée extérieure. La mesure de la complexité des algorithmes résolvant le probleme
se fait alors seulement par rapport a la taille n de 7.

Evidemment, il existe un algorithme naif pour résoudre le probleme 3.1, qui consiste a examiner
toutes les sous-séquences de 7 de taille k, pour tester si elles sont isomorphes en ordre a . Une
sous-séquence T, T;, . .. T, de T étant fixée, on peut tester en temps linéaire si elle est isomorphe en
ordre & o. Il suffit pour cela de calculer I'inverse o~ de o, et de tester si la séquence réordonnée
Tiy1) Ttz ** Tig 101 est une séquence croissante. Cet algorithme naif a donc une complexité de
'ordre de O(kn¥). Dans le cas ol o est une donnée extérieure, cet algorithme a donc une complexité
polynomiale.

Pour revenir au test d’appartenance d’une permutation a une classe, cet algorithme naif permet
de tester en temps polynomial qu’'une permutation appartient a une classe donnée par sa base finie,
a condition de considérer que tous les motifs exclus sont des données extérieures au probleme. Il
est souvent possible pour une classe donnée de trouver des algorithmes de test d’appartenance ad
hoc qui sont beaucoup plus efficaces que cette procédure naive et peu satisfaisante.

Si 'on ne suppose plus que le motif o est une donnée extérieure, mais qu’il fait au contraire
partie des données du probleme, alors I'algorithme naif résolvant le probleme 3.1 est exponentiel.
Ce n’est pas surprenant, car comme on va le voir, le probleme 3.1 est IV P-complet.

3.1.2 Caractere N P-complet du probleme général

Dans [BBL98], P. Bose, J. F. Buss et A. Lubiw étudient la complexité du probleme 3.1 et
démontrent que :

Théoréme 3.2. Etant donnés un motif o et une permutation T, le probléme de savoir si o posséde
une occurrence dans T est N P-complet.

Esquisse de démonstration. Il est facile de voir que le probleme 3.1 est dans la classe NP : un
certificat vérifiable polynomialement est par exemple la séquence de positions i1, s, ..., i telle que
soit une occurrence de o.

Ti1Tig -« - Tik
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Pour démontrer que ce probleme est N P-complet, [BBLI8| donne une réduction polynomiale
de 35 AT a ce probleme. On explique ici seulement les lignes directrices de cette réduction.

On considere une formule ¢ instance du probleme 3SAT, c’est-a-dire une conjonction de dis-
jonction de trois littéraux. Un littéral est soit une variable soit la négation d’une variable, et chaque
disjonction dans la formule ¢ s’appelle une clause. L’idée de la réduction est de coder la formule ¢
dans un motif o, et de coder dans une permutation 7 les valuations des variables de ¢ qui rendent
 vraie, de telle facon que o ait une occurrence dans 7 si et seulement si ¢ est satisfaisable.

Le motif ¢ est composé de plusieurs sous-séquences mises bout a bout, la premiere codant les
variables de ¢ et les suivantes chacune des clauses de ¢. La permutation 7 commence par une
sous-séquence codant les deux valeurs possibles de chacune des variables de ¢, et se poursuit par
un fragment pour chacune des clauses de . Pour chaque clause, ce fragment est divisé en sept
parties, qui codent chacune une valuation des trois variables de la clause qui la rendent vraie.

Les différentes parties du codage sont protégées par des gardes, de sorte que lorsque o a une
occurrence dans 7, celle-ci envoie le fragment de ¢ codant les variables sur le fragment de 7 codant
les variables, et de méme pour les fragments de o et 7 codant chaque clause de ¢. Une fois cette
condition assurée par le codage, il n’est pas difficile de voir que toute occurrence de o dans 7
correspond a une valuation des variables qui rend ¢ vraie, et réciproquement. O

Sachant que le probleme de recherche de motif dans une permutation est N P-complet, on peut se
demander ce que serait un algorithme relativement efficace pour résoudre ce probleme. L’algorithme
naif du paragraphe 3.1.1 est de complexité (’)(knk) Sa partie exponentielle fait donc intervenir a
la fois n et k. On pourrait attendre d'un “bon” algorithme exponentiel qu’il soit exponentiel en
k et polynomial en n [P, La question de I'existence d’un tel algorithme a suscité de 'intérét ces
dernieres années (voir par exemple [GV] dans le cas ou les motifs évitent 321), mais le probleme
reste & ma connaissance ouvert a ce jour.

3.1.3 Exemple : recherche de sous-séquence croissante maximale

On étudie ici un cas particulier du probleme 3.1, ou le motif recherché est la permutation
identité o = 12...k. Un probleme strictement équivalent est la recherche du miroir de I'identité
k...21. Un résultat de M.-S. Chang et F.-H. Wang dans [CW92| permet de résoudre ce probleme
en temps O(nloglogn), indépendamment de k. La taille & du motif identité cherché peut donc
indifféremment faire partie des données du probléme ou non.

L’idée est de chercher la plus longue sous-séquence croissante (ou décroissante, dans le cas du
motif miroir de l'identité) dans la permutation 7. Ainsi, il suffira de tester si la longueur de cette
plus longue sous-séquence croissante est supérieure ou égale a k pour décider si o a une occurrence
dans 7. Si tel est le cas, une occurrence de ¢ dans 7 est obtenue par exemple en prenant les k
premiers éléments de la plus longue sous-séquence croissante dans 7.

Une modification de ’algorithme de Robinson-Schensted [Sch61] (consistant a ne conserver
que la premiere ligne du tableau de Young construit) permet d’extraire une plus longue sous-
séquence croissante d’une permutation de taille n en temps O(nlogn), ce qui démontre déja que le
probleme de recherche d’une occurrence de o = 12... k dans une permutation est résoluble en temps
polynomial. Mais on peut proposer un algorithme encore plus efficace, de complexité O(nloglogn),
qui résout ce probleme. C’est ce qu’ont décrit M.-S. Chang et F.-H. Wang dans [CW92], en utilisant
des outils d’algorithmique des graphes.

A toute permutation 7, on peut associer un graphe de permutation, ol tout sommet du graphe
représente un élément de la permutation, et ou les arétes du graphe codent les inversions, c¢’est-a-dire
les paires d’éléments (i, j) telles que i < j et Ti_l > Tj_l. En d’autres termes :

[?JUn tel algorithme est dit FPT (pour fized parameter tractable) par rapport au parametre k désignant la taille
du motif.
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Définition 3.3. Le graphe de permutation associé a une permutation 7 de taille n est un graphe
G = (V, E) ou 'ensemble des sommets V est {1,2,...,n} et 'ensemble des arétes est E = {{3,j} :

i < j et i apparalt apres j dans 7}.
1I I2 IG
4 3 5

Fi1G. 3.1 — Le graphe de permutation associé a 7 =413265.

Une plus longue sous-séquence croissante (resp. décroissante) dans une permutation 7 corres-
pond & un stable (resp. une clique — voir définitions page 34) de taille maximale dans le graphe de
permutation associé a 7. Le probléeme de recherche d’un stable (ou d’une clique) de taille maximale
dans un graphe sans contrainte est N P-difficile. Mais pour certaines classes de graphes, le probleme
du stable de taille maximale est polynomial. En particulier pour les graphes de permutations, quand
ils sont décrits sous la forme d’un modele d’intervalle, il existe un algorithme calculant en temps
O(nloglogn) un stable de taille maximale. C’est par cette réduction que M.-S. Chang et F.-H. Wang
démontrent que :

Théoréme 3.4 ([CW92]). Pour le probléme de recherche du motif o = 12...k dans une permuta-
tion de taille n, il existe un algorithme en O(nloglogn).

3.1.4 Méthodologie pour des algorithmes efficaces; application a la recherche
de motifs de taille 4

Dans larticle [AAAHO1], M. H. Albert, R. E. L. Aldred, M.D. Atkinson et D. A. Holton pro-
posent une méthodologie générale qui raffine 'algorithme naif résolvant le probleme 3.1, en sup-
posant que le motif o recherché est une donnée extérieure. L’idée est de ne pas examiner toutes les
k-uplets d’éléments de 7 individuellement, mais de plutot les regrouper pour effectuer certains tests
en commun. Ceci va demander un prétraitement du motif o, qui a le défaut d’étre exponentiel,
mais qui n’est effectué qu'une fois et qui permet d’accélérer les tests d’occurrence de o dans les
permutations 7.

L’algorithme est donc composé de deux étapes : le prétraitement de o, effectué en temps O(2%),
et le corps de I’algorithme, qui teste si o possede une occurrence dans 7.

Le prétraitement de o consiste a trouver une séquence ¥ de motifs 1 = ol <e2<...<0F= o,
oll chaque ¢¢ est de taille 4, de sorte & permettre au mieux les regroupements de tests de k-uplets
d’éléments de 7 susceptibles d’étre une occurrence de o. Toute séquence X est acceptable, mais pour
proposer la meilleure amélioration possible de la deuxieme phase de I’algorithme, il faut trouver la
séquence ¥ qui minimise un parametre c¢(o), qui conditionne la complexité de la deuxiéme phase.

Une fois la séquence X précalculée, la deuxieme phase de ’algorithme cherche des occurrences
de chaque o; dans 7, par valeurs croissantes de i. Les éléments de 7 utilisés dans une occurrence
de o; déterminent comment cette occurrence peut étre étendue en une occurrence de o;41. Pour
toutes les occurrences de o; qui autorisent les mémes extensions, les tests sur 7 sont factorisés.
Ainsi, I'algorithme étend les occurrences de chaque o; en occurrences de 0,41, et classe en méme
temps ces occurrences en groupes ayant les mémes extensions, puis raffine ce classement a chaque
étape. Cette deuxiéme étape de Palgorithme s’effectue en temps O(n'+<(?) logn).

La valeur de ¢(o) n’est pas connue exactement. On peut mettre en évidence une borne supérieure
sur ¢(o) qui est linéaire en k, et obtenir ainsi une complexité qui rejoint celle de 1’algorithme naif.

2k

Cette borne peut étre raffinée jusqu’a 5°, mais expérimentalement, sur quelques milliers de tests,

la valeur maximale observée pour c¢(o) est 1+ g En prouvant cette borne supérieure sur ¢(o), on
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aurait donc un algorithme pour le probleme 3.1 dont la complexité serait en racine carrée de celle
de l'algorithme naif.

On peut remarquer qu’une méthodologie similaire a été adoptée de maniere indépendante par
S. Ahal et Y. Rabinovich dans [AROS8], aboutissant & un algorithme de complexité comparable,
a savoir O(n°?)) pour une autre fonction ¢ mesurant la complexité de o, qui vérifie ici ¢(o) <
0,47k + o(k).

La méthodologie développée pour concevoir I'algorithme en deux phases ci-dessus fournit donc
une amélioration par rapport a I'algorithme naif, quel que soit le motif o. Mais pour un motif o fixé,
il est possible d’étudier plus précisément la séquence 3 optimale, ce qui conduit parfois a une borne
supérieure plus précise pour ¢(o). En utilisant aussi des structures de données plus adaptées, les
auteurs de [AAAHO1] expliquent comment leur travail permet d’aboutir au résultat suivant lorsque
le motif dont on cherche une occurrence est de taille 4 :

Théoreme 3.5. Pour tout motif o de taille 4, il existe un algorithme qui recherche une occurrence
de o dans une permutation de taille n en temps O(nlogn).

On signale au passage que pour tout motif o de taille 3, la recherche d’une occurrence de o
dans une permutation de taille n peut étre faite en temps O(n) : par un algorithme de tri par
pile si o € {231,132,213,312} ou par une simplification de 'algorithme de Robinson-Schensted si
o € {123,321}.

3.2 Permutations séparables, arbres de séparation, et généralisa-
tions

Le probleme général de recherche d’un motif dans une permutation étant N P-difficile, un angle
d’attaque pour chercher des algorithmes efficaces est de restreindre ce probleme a des classes de
permutations. Dés l'article [BBL9S8]|, ou le caractére N P-complet du probleme est démontré, des
restrictions de ce type sont envisagées. Les auteurs considéerent en particulier la classe des permu-
tations séparables, définies un an plus tot dans [Iba97]. C’est aussi cette classe de permutations qui
sera au centre des travaux effectués pendant ma these sur la recherche de plus grand motif commun
a deux (ou & un ensemble de) permutations.

3.2.1 La classe des permutations séparables et leurs arbres de séparation

Les permutations séparables ont été largement étudiées ces dix dernieres années, dans différents
contextes, aussi bien algorithmiques que combinatoires [Iba97, BBL98, BXHP05, BBCP07, BCMROS].
Par conséquent, de nombreuses définitions et caractérisations de ces permutations ont été proposées,
indépendamment les unes des autres. On choisit une définition qui a I’avantage de mettre en évidence
le fait que les permutations séparables forment une classe de permutations, et on donne quelques
caractérisations possibles des permutations séparables :

Définition 3.6. Les permutations séparables sont celles évitant les motifs 2413 et 3142. On
notera Sep = §(2413,3142) la classe des permutations séparables.
Théoréme 3.7. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) o évite les motifs 2413 et 3142,
(ii) o posséde un arbre de séparation,
(#i1) Uarbre de décomposition de o n’a pas de neeud premier,
(iv) le graphe de permutation de o ne contient pas de Py induit.

Elles constituent quatre définitions possibles des permutations séparables.
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Parmi les travaux qui utilisent ces différentes définitions des permutations séparables, on peut
citer [BBL98] pour la définition & partir des graphes de permutations, [BBL98, I1ba97] pour les
définitions en termes de motifs exclus et d’arbres de séparation, [BBCP07, BXHP05, BCMROS]
pour la définition a travers les arbres de décomposition, ...

Les arbres de décompositions ont été définis page 44, et les graphes de permutation page 70, il
reste donc a définir les arbres de séparation avant de démontrer le théoreme 3.7.

Définition 3.8. Un arbre de séparation d’une permutation o de taille n est un arbre binaire plan
dont les feuilles sont, dans 1’ordre de lecture de gauche a droite, o1, o9, ..., o,, et tel que pour tout
noeud V de ’arbre, I’ensemble des feuilles dans le sous-arbre de racine V' forme un intervalle.

A chaque noeud d’un arbre de séparation, on associe donc un intervalle. La définition d’un arbre
de séparation implique que chaque noeud interne possede I'un des deux types suivants :
— noeud positif @ : si 'intervalle de son fils gauche contient des valeurs inférieures a celles de
I'intervalle de son fils droit,
— noeud négatif & : si I'intervalle de son fils gauche contient des valeurs supérieures a celles de
I'intervalle de son fils droit,
Remarquons que pour une permutation donnée, il peut exister plusieurs arbres de séparation.
La figure 3.2 représente deux arbres de séparation possibles pour la permutation c = 8567912 34.

S
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F1G. 3.2 — Deux arbres de séparation pour 0 =856791234.

S)

On peut aussi remarquer que les étiquettes des feuilles d’un arbre de séparation peuvent étre
déduites des signes des noeuds internes, suivant la regle que les étiquettes des feuilles dans le sous-
arbre gauche d’un nceud @ (resp. ©) sont inférieures (resp. supérieures) a celles du sous-arbre
droit.

Les arbres de séparation ont été définis indépendamment des arbres de décomposition, mais en
sont de proches cousins. Nous reviendrons dans le paragraphe 3.2.2 aux points communs et aux
différences entre ces deux objets.

La définition d’un graphe de permutation a été donnée plus haut (définition 3.3 page 70). On
précise ce qu’est un P, induit dans ce graphe :

Définition 3.9. Un P, induit dans un graphe G est un chemin induit sur quatre sommets du
graphe, c’est-a-dire un ensemble de quatre sommets tel que les arétes de G induites par ces sommets
forment un chemin de taille 4 sans corde

Démonstration du théoréme 3.7. L’équivalence entre les propositions (i) et (i7) a été démontrée
indépendamment dans [BBL98| et dans [EHtPR98]. J’ai démontré pendant mon stage de Master
que les propriétés (i) et (iv) d’une part, et (i7) et (iii) d’autre part sont équivalentes. Les preuves
peuvent étre trouvées dans [Bou06], propriété 2.7 et théoreme 5.6 respectivement. O
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Parmi les résultats connus sur les permutations séparables, les suivants nous seront utiles. Les
preuves en sont omises ici mais figurent dans mon rapport de stage de Master [Bou06].

D’un point de vue algorithmique, on s’intéresse au probleme de décider si une permutation
donnée est séparable, et dans 'affirmative, a la complexité du calcul d’'un arbre de séparation
associé. Sans donner les détails des algorithmes, le théoreme 3.10 répond a ces questions :

Théoréme 3.10. [BBLYIS] 1l existe un algorithme en temps linéaire qui, sur l’entrée o, teste si o
est séparable, et le cas échéant calcule un arbre de séparation pour o.

Le fonctionnement de cet algorithme est décrit dans [BBLIS8]| et formalisé dans [Bou06].

On peut aussi s’interroger sur I’énumération des permutations séparables :

Théoréme 3.11. [Wes95, EHtPRI8] Le nombre de permutations séparables de taille n est Schy,_1,
(Schy,) désignant la séquence des nombres de Schroder.

Les nombres de Schroder correspondent a la séquence A006318 dans [Slo07]. La série génératrice
qui leur est associée est

z—Vz2—6x+1
2x ’

1—
S(z) = Z Schpa" =

n>0

le coefficient Sch,, est asymptotiquement de I'ordre de (3 + 2v/2)", et les premiers termes de la
séquence (Schy,)n>0 sont

1,2,6,22,90,394, 1806, 8558, 41586, 206098.

Les nombres de Schroder (Sch,y,) ainsi définis sont parfois appelés grands nombres de Schroder
par opposition aux petits nombres de Schroder. Les petits nombres de Schroder (ry,) sont reliés
aux nombres de Schroder standards (Sch,) par l'identité 2r, = Sch, pour tout n > 1. Leur
séquence porte la référence A001003 dans [Slo07]. Parmi les objets énumérés par les petits nom-
bres de Schroder, certains sont directement reliés aux permutations séparables, via leurs arbres de
séparation : il s’agit des arbres de Schrader.

Définition 3.12. Un arbre de Schroder est un arbre plan ou tout nceud interne a une arité
supérieure ou égale a 2.

Le lien entre arbres de Schroder et arbres de séparation est explicité au paragraphe 3.2.2.

3.2.2 Arbres de séparation, arbres de Schroder, et arbres de décomposition

Dans ce paragraphe, on propose des variations autour des arbres de séparation (des permuta-
tions séparables) et des arbres de décomposition (des permutations en général), qui expliquent les
relations entre ces objets, et dont 'intérét deviendra manifeste dans les paragraphes 3.3, 4.2, et 4.3.

On part des arbres de séparation des permutations séparables, qui sont bien adaptés a une
utilisation algorithmique, mais qui ne sont pas définis avec unicité pour chaque permutation. On
en propose une variante, les arbres de séparation contractés qui, s’ils sont moins manipulables al-
gorithmiquement, sont en bijection avec les permutations séparables. On verra que ce type d’arbre
correspond exactement aux arbres de décomposition restreints aux permutations séparables. Cela
conduit tout naturellement a proposer une transformation des arbres de décomposition des permu-
tations en général, vers des arbres de décomposition développés, qui sont une extension a toutes les
permutations des arbres de séparation, plus facilement utilisables algorithmiquement que les arbres
de décomposition standards.

Les arbres de séparation tels que définis par la définition 3.8 sont des arbres binaires, ce qui
est bien adapté a des manipulations algorithmiques, comme nous le verrons des le paragraphe 3.3.
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Cependant, il n’y a pas unicité de la représentation d’une permutation séparable par un arbre de
séparation. Pour pallier ce probleéme, on peut définir les arbres de séparation contractés. Un unique
arbre de ce type est associé a chaque permutation séparable, mais on perd le caractere binaire. Les
arbres de séparation contractés seront donc moins adaptés aux considérations algorithmiques, mais
plus pratiques d’un point de vue combinatoire.

Définition 3.13. L’arbre de séparation contracté d’une permutation séparable o est obtenu a
partir d’un de ses arbres de séparation en contractant les arétes qui relient deux noeuds de méme
signe, jusqu’a ce qu’il n’y ait plus aucune contraction possible.

Pour justifier la définition 3.13, il faut remarquer que, pour toute permutation séparable o, quel
que soit 'arbre de séparation associé a o choisi, on obtient toujours le méme arbre de séparation
contracté. En outre, dans les arbres de séparation contractés, et par la définition méme de ces
arbres, tout nceud interne (sauf la racine) d’étiquette @ a un pere d’étiquette ©, et réciproquement.
Par conséquent, tous les signes dans un arbre de séparation contracté sont déterminés par le signe
de la racine. Comme dans le cas des arbres de séparation standards, les étiquettes des feuilles sont
des informations redondantes qui peuvent étre déduites des signes des nceuds internes de ’arbre.

La figure 3.3 donne l'arbre de séparation contracté associé a la permutation séparable o =
856791234.

© S
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F1a. 3.3 — A droite, Parbre de séparation contracté de la permutation 0 =856791234. Cet arbre
peut étre obtenu a partir de n’importe lequel des arbres de séparation de o, en contractant les
arétes entre deux nceuds de méme signe. Un arbre de séparation de o est par exemple rappelé a
gauche, les arétes contractées étant indiquées en gras.

Dans l'opération de contraction d’aréte aboutissant aux arbres de séparation contractés, on
remarque que 'arité des nceuds de I'arbre ne peut qu’augmenter. Ainsi, tout nceud interne d’un
arbre de séparation contracté a une arité supérieure ou égale a 2. Le squelette d’'un arbre de
séparation contracté est donc un arbre de Schroder. En ajoutant & un arbre de Schroder un signe
pour le nceud racine, on obtient méme une description complete d’un arbre de séparation contracté,
puisque les étiquettes des feuilles peuvent étre calculées a partir de ces seules informations. Il est
facile de voir que la correspondance entre arbres de séparation contractés et permutations séparables
est bijective (les détails sont donnés dans [Bou06)). Ainsi, en définissant un arbre de Schréder signé
comme un arbre de Schroder ot un signe est affecté au noeud racine, on obtient le résultat suivant :

Théoréme 3.14. Les permutations séparables sont en bijection avec les arbres de Schrider signés,
via leurs arbres de séparation contractés.

Une fois définis les arbres de séparation contractés, le lien entre arbres de séparation et arbres
de décomposition des permutations séparables devrait maintenant apparaitre tres naturel.

Théoreme 3.15. Pour toute permutation séparable, son arbre de décomposition et son arbre de
séparation contracté coincident.
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Dans le théoreme 3.15, on retrouve en filigrane la caractérisation des permutations séparables par
le point (7i7) du théoreme 3.7 : les permutations séparables sont celles dont I’arbre de décomposition
ne contient aucun nceud premier.

Comme on I’a dit plus haut, d’un point de vue algorithmique, on préferera 'usage des arbres de
séparation standard a celui des arbres de séparation contractés, a cause de leur caractere binaire.
Cela ne change pas les techniques utilisées, mais permet de décrire les procédures plus simplement.
Pour cette raison, on verra dans le paragraphe 4.3 qu’il est utile de disposer d’une variante des
arbres de décomposition qui soit “la plus binaire possible”

Définition 3.16. Soit ¢ une permutation et 7 son arbre de décomposition. L’arbre de décomposition
développé de o est obtenu a partir de 7 en appliquant récursivement la transformation suivante
sur les nceuds linéaires de 7, jusqu’a ce que tous les nceuds linéaires aient arité 2 :

si V est un noeud linéaire de signe @ (resp. ©) ayant k > 3 fils V1, Vs, ..., Vi de gauche
a droite, alors on transforme V' en un nceud linéaire de signe @ (resp. ©) ayant 2 fils V
et V'. V’ est un nouveau nceud linéaire de signe @ (resp. ©) qui a pour fils les noeuds
Vo, ..., Vi, et qui est susceptible d’étre développé récursivement.

La figure 3.4 présente un exemple d’arbre de décomposition développé.

/T\ //1\@\2

HCA R o
N R A A
/f\\ /N /)

Fi1G. 3.4 — L’arbre de décomposition et I'arbre de décomposition développé de la permutation
0=3142967851117101514131216.

Comme 'arbre de décomposition développé associé a une permutation séparable o est un des
arbres de séparation de o, la définition 3.16 propose bien une extension de la notion d’arbre de
séparation a toutes les permutations.

Enfin, les arbres de décomposition développés peuvent étre calculés en temps linéaire a partir des
arbres de décomposition standard des permutations. En effet, le nombre d’étapes de développement
ne peut pas accéder le nombre de nceuds internes de 'arbre obtenu, qui est inférieur a son nombre
de feuilles. Avec le théoreme 2.45 (page 46) sur la complexité linéaire du calcul d’un arbre de
décomposition, on a donc :

Proposition 3.17. L’arbre de décomposition développé d’une permutation peut étre calculé algo-
rithmiquement en temps linéaire.

Dans les algorithmes présentés dans la suite de ce chapitre, on commencera par envisager le cas
des permutations séparables, en utilisant leur structure d’arbre de séparation. Puis on verra que, en
utilisant les arbres de décomposition développés, on pourra adapter ces algorithmes au cas général.
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3.3 Algorithme de recherche d’un motif séparable dans une per-
mutation

On décrit ici deux algorithmes de recherche d’occurrence d’un motif séparable dans une permuta-
tion quelconque. Le probléme général de recherche de motif dans une permutation est N P-complet,
mais en imposant la restriction que le motif soit séparable, des algorithmes polynomiaux existent.
C’est le cas des deux algorithmes présentés ici, qui utilisent des techniques de programmation dy-
namique pour aboutir & une complexité polynomiale. Les arbres de séparation jouent un role crucial
dans la conception de ces algorithmes : ils vont guider la recherche du motif séparable considéré.

On rappelle qu'un arbre de séparation d’'une permutation séparable peut étre calculé en temps
linéaire, par I'algorithme décrit dans [BBL98|. Modulo un pré-calcul linéaire, on peut donc s’intéresser
a des algorithmes prenant en entrée une permutation quelconque 7 et un arbre de séparation d’une
permutation séparable o (plutdt que la permutation o elle-méme). On notera aussi n et k les tailles
respectives de 7 et o, et on conservera ces notations pour la description et ’analyse de complexité
des algorithmes.

On présente deux algorithmes de recherche d’un motif séparable dans une permutation quel-
conque. Le premier est di a P. Bose, J. F. Buss et A. Lubiw dans [BBL98], et son fonctionnement
suit assez bien U'intuition. Le second, di & L. Ibarra dans [Iba97], est d’approche plus difficile, bien
qu’il utilise les mémes ingrédients essentiels. Par rapport a I’algorithme de Bose, Buss et Lubiw,
I’algorithme d’Ibarra améliore d’un facteur quadratique la complexité en temps, et d’un facteur
linéaire la complexité en espace.

3.3.1 Algorithme de Bose, Buss et Lubiw

Etant donnés une permutation 7 et un arbre de séparation 7 d’un motif séparable o, on cherche
a savoir si o possede une occurrence dans 7. Pour répondre a cette question, l'algorithme de Bose,
Buss et Lubiw utilise la technique de la programmation dynamique, et envisage des sous-probléemes,
dont la résolution donne entre autre la réponse a la question initiale.

Pour tout nceud V' de 7, on notera o[V] le motif (lui-méme motif de o) dont un arbre de
séparation est le sous-arbre de 7 de racine V. On rappelle que n désigne la taille de la permutation 7.

Les sous-problemes considérés dans I’algorithme de Bose, Buss et Lubiw sont les suivants : pour
tout quadruplet d’entiers i,7,a,b € [1..n], avec i < j et a < b, et pour tout nceud V de 7, on
cherche a savoir si le motif o[V] a une occurrence dans 7 entre les positions i et j, et n’utilisant que
des éléments dont la valeur est entre a et b. Une fois tous ces sous-problémes traités, on détermine
si o posséde une occurrence dans 7 en retenant seulement la réponse au sous-probléme associé au
neeud racine de 7 et aux valeurs i =a=1et j =b =n.

Pour calculer en temps polynomial les réponses aux sous-problemes décrits ci-dessus, 1’algo-
rithme utilise la structure de ’arbre de séparation, a travers la propriété suivante :

Proposition 3.18. Pour tout neeud interne V' de l'arbre de séparation T, de signe @ (resp. ©),
dont les fils droit et gauche sont notés Vi et Vi, respectivement, o[V] a une occurrence dans T, entre
les positions i et j, n'utilisant que des valeurs entre a et b si et seulement s’il existe deux entiers
hel(i+1).5] et ce [(a+1)..b] tels que
— il existe une occurrence de o[Vy] dans 7;...7Th_1 n'utilisant que des éléments de T de valeur
comprise entre a et ¢ — 1 (resp. entre ¢ et b),
— et il existe une occurrence de o[Vg] dans Ty, ... T; n'utilisant que des éléments de T de valeur
comprise entre ¢ et b (resp. entre a et ¢ —1).

Démonstration. S’il existe des entiers h et ¢ vérifiant les conditions énoncées, les éléments choisis
pour constituer des occurrences de o[Vy] et o[Vg] dans 7 forment une occurrence de o[V] dans 7
qui satisfait les conditions requises.
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A Tinverse, s'il existe une occurrence de o[V] dans 7; ... 7; n'utilisant que des valeurs entre a
et b, les éléments utilisés dans cette occurrence se répartissent selon les deux sous-arbres de racines
V1, et Vg pour former deux occurrences de o[Vz] et o[Vg] n’ayant aucun élément en commun. En
outre, 'occurrence de o[V ] est a la gauche de celle de o[Vg] dans 7, et dans le cas ou V est de signe
@ (resp. ©), les valeurs des éléments qui forment l'occurrence considérée de o[Vz] sont inférieures
(resp. supérieures) a celles utilisées dans I'occurrence de o[Vg| mise en évidence. O

Pour exploiter cette propriété, ’algorithme de Bose, Buss et Lubiw maintient pour chaque nceud
V de l'arbre 7 un tableau M(V,_, _, _, _) & quatre dimensions tel que M(V,1i,j,a,b) contient 1 s'il
existe une occurrence de o[V] dans 7;7;41 ... 7; n’utilisant que des éléments de 7 de valeur comprise
entre a et b (i < j et a <b), et 0 sinon. L’algorithme 3.1 rend compte de ce processus.

Algorithme 3.1 Algorithme de Bose, Buss et Lubiw pour la recherche d’'un motif séparable dans
une permutation quelconque.

1: DONNEES : un arbre de séparation 7 d’un motif séparable o de taille k, et une permutation
quelconque 7 de taille n

2: CREER UN TABLEAU M :

3: pour tout nceud V de 7 faire

4:  pour tous entiers i, j, a et b € [1..n] faire

5: M(V,i,j,a,b) <0

6: fin pour

7. fin pour

8: REMPLIR M :

9: pour tout noeud V' de 7, depuis les feuilles de 7 vers la racine faire
10:  pour tous entiers i, j, a et b € [1..n], tels que i < j et a < b faire
11: si V est une feuille alors
12: si Jh € [i..j] tel que 13, € [a..b] alors
13: M(V,i,5,a,b) «— 1
14: sinon
15: M(V,i,j,a,b) <0
16: finsi
17: sinon
18: /*V est un neeud interne.*/

19: On note respectivement Vi et V7, les fils droit et gauche de V.

20: si V est un nceud de signe & alors

21: M(V,i,j,a,b) «— Max{M(Vy,i,h—1,a,c—1)-M(Vg,h,j,c,b) :i < h<ja<c<b}
22: sinon

23: /*V est un neeud de signe ©.%/

24: M(V,i,5,a,b) «— Max{M(Vy,i,h—1,¢,b)- M(Vg,h,j,a,c—1):i < h<ja<c<b}
25: finsi

26: finsi

27:  fin pour

28: fin pour

29: SORTIE : M(R,1,n,1,n), ou R désigne la racine de 7

Théoreme 3.19. L’algorithme 3.1 est polynomial en temps et en espace. Plus précisément, il
s’ezécute en temps O(knb) et utilise un espace O(kn?).
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Démonstration. Le calcul de M (V,i,j,a,b) pour les feuilles de 7 est en temps O(n), et pour les
noeuds internes, M(V,i,7,a,b) est calculé & partir des valeurs précédentes en temps O(n?). Par

conséquent, pour chaque nceud V' de 7, pour remplir tout le tableau M (V, _, _, _, _), il faut un temps
O(n®), donc un temps O(kn®) pour la totalité de I’algorithme. L’espace occupé par I’ensemble des
tableaux est quant & lui O(kn?). O

On peut remarquer qu'une légere modification de 'algorithme permet de calculer le nombre
d’occurrences de o dans 7 : il suffit de remplacer les calculs de maximum aux lignes 21 et 24 de
I’algorithme 3.1 par les sommes des éléments contenus dans ces ensembles.

Si on cherche a exhiber une occurrence de o dans 7, on peut encore utiliser ’algorithme 3.1,
sans en augmenter la complexité. Il suffit de retenir en plus, dans les cases du tableau contenant 1,
quelles sont les valeurs de h et ¢ qui font en sorte que cette case contienne 1.

3.3.2 Algorithme d’Ibarra

L. Ibarra a proposé dans [Iba97] un autre algorithme polynomial pour résoudre le probleme de
recherche de motif séparable dans une permutation quelconque. Comme ’algorithme de Bose, Buss
et Lubiw, il utilise des techniques de programmation dynamique et la recherche du motif séparable
est guidée par son arbre de séparation (ou plus exactement, par un de ses arbres de séparation, au
choix).

L’amélioration de L. Ibarra porte sur la complexité de ’algorithme : elle passe par sa méthode
a O(kn*) en temps et O(kn?) en espace. Pour y parvenir, L. Ibarra considere moins de sous-
problemes par nceud de I'arbre de séparation : son algorithme remplit deux tableaux L(V, _, _, _) et
H(V,_,_,_), qui sont chacun de dimension 3, contre 4 dans I’algorithme de Bose, Buss et Lubiw.
En utilisant les mémes notations que dans le paragraphe précédent, ces tableaux sont définis par :
pour tout nceud V de 7, pour tout 1 <7< j <netpourtout 1 <z <n

— L(V,i,j,z) = Max{{0} U {y : il y a une occurrence de o[V] dans 73741 ...7; dont le plus

petit élément est y et le plus grand élément est < x}},
- H\V,i,j,z) = Min{{n+1}U{y : il y a une occurrence de o[V] dans 73741 ... 7; dont le plus
grand élément est y et le plus petit élément est > x}}.

En particulier, L(V, 1, j,x) > 0 si et seulement s'il existe une occurrence de o[V] dans 7741 ... 7j
dont les éléments sont inférieurs ou égaux a x, et H(V,i,j,2) < n + 1 si et seulement s’il existe
une occurrence de o[V| dans 7741 ...7; dont les éléments sont supérieurs ou égaux a . Ala
fin de la procédure, les valeurs L(R,1,n,n) et H(R,1,n,1), si elles sont différentes de 0 et n + 1
respectivement, indiquent qu’il existe une occurrence de o dans 7. Elles sont méme les meilleurs
bornes inférieures et supérieures respectivement sur les valeurs utilisées dans une occurrence de o
dans 7.

L’espace occupé par I’ensemble des tableaux L(V, _, _, _) et H(V, _, _, _) est clairement O(kn?).
Il est aussi facile de voir que pour une feuille V' de 7, on peut remplir toutes les cases des tableaux
L(V,_,_,_)et H(V,_,_,_) en temps O(n*). Dans [Iba97], L. Ibarra détaille la procédure qui permet
de remplir les deux tableaux L(V,_,_,_) et H(V,_, _,_) pour tout nceud interne V ayant deux
fils V et Vi en temps O(n*) & partir des tableaux L(Vy,_,_,_), H(Vy,_,_,_), L(Vg,_,_,_) et
H(Vg, _, _,_). Il démontre aussi la correction de cette procédure.

L’algorithme d’Ibarra est moins intuitif, et on le mentionne, sans en expliciter les détails, surtout
pour 'amélioration de complexité qu’il permet. Comme pour celui de Bose, Buss et Lubiw, on peut
modifier 1égerement 'algorithme d’Ibarra pour garder une trace de 'occurrence de o dans 7, en
mémorisant en plus dans chaque case L(V, 1, j, ) les valeurs de j et x qui ont fait passer a 1 la valeur
contenue dans cette case du tableau L. En revanche, une différence entre ’algorithme de Bose, Buss
et Lubiw et celui d’Ibarra est que ce dernier ne permet pas de compter le nombre d’occurrence de
o dans 7.
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Dans toute cette partie de la these, les algorithmes développés pour la recherche de motifs
communs entre des permutations sont inspirés de celui de Bose, Buss et Lubiw. La conception plus
simple de cet algorithme, par rapport a celui d’Ibarra, autorise a I’étendre assez facilement a des
problemes plus larges que la recherche d’occurrence de motif séparable, méme si sa complexité n’est
pas tres attractive. Une question qui reste ouverte est de savoir si, pour les algorithmes qui seront
exposés dans cette partie, on peut en trouver des variantes en utilisant les idées de L. Ibarra, pour
en améliorer la complexité.
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Chapitre 4. Recherche de plus grand motif commun a deux permutations

4.1 Le probleme de recherche de plus grand motif commun a deux
permutations

4.1.1 Définition du probléme, et premieres remarques de complexité

Dans ce chapitre 4, on étudie un probléeme connexe a la recherche d’occurrence de motif dans
une permutation, qui a fait 'objet du chapitre 3 : étant données deux permutations 71 et 72, on
recherche une permutation qui soit motif de 7 et de 7, et qui soit la plus longue possible. Ce
probleme de recherche de plus grand motif commun se formule ainsi :

Probléme 4.1 (Recherche de plus grand motif commun).

DONNEES : Deux permutations 71 et 7 de tailles n1 et ny respectivement.

SORTIE : Une permutation o qui est motif a la fois de 71 et de 79, et qui est de taille maximale
parmi les permutations satisfaisant cette propriété.

On peut d’abord remarquer qu’il peut y avoir plusieurs plus grands motifs communs a deux
permutations données. Par exemple, les permutations 631524 et 521364 n’ont aucun motif de
taille 5 en commun, mais plusieurs permutations de taille 4 apparaissent comme motif dans chacune
d’elles (4213,4123,3142 et 2143). Il faut donc parler du probleme de recherche d’un plus grand
motif commun, ou de plus grand motif commun, et non du plus grand motif commun.

Du point de vue de la complexité, le probleme de recherche de motif (probleme 3.1) se réduit a
celui de recherche de plus grand motif commun : en effet, o a une occurrence dans 7 si et seulement si
o et 7 ont un plus grand motif commun unique et est égal a o. On déduit donc de la N P-complétude
de la recherche de motif (théoreme 3.2) que le probleme 4.1 est N P-difficile.

Une généralisation du probleme 4.1, sur laquelle nous reviendrons dans le chapitre 5, est la
recherche de plus grand motif commun a un ensemble de permutations, pouvant contenir k > 2
permutations. Le nombre k de permutations dans ’ensemble en entrée peut étre considéré comme
faisant partie des données du probléme, ou au contraire comme une constante extérieure. Nous
verrons que cette distinction peut faire une vraie différence en termes de complexité.

Le paragraphe 4.1.2 présente une autre généralisation, proposée dans [AAAT03] par M. H. Al-
bert, R. E. L. Aldred, M. D. Atkinson, H. P. van Ditmarsch, B. D. Handley, C. C. Handley et
J. Opatrny. On fixe une classe X de permutations, la donnée du probleme est une permutation 7,
et il s’agit de calculer un plus grand motif de 7 qui appartient a X. En quelque sorte, on recherche
un plus grand motif commun entre une permutation et une classe. La complexité n’est dans ce cas
mesurée que par rapport a la taille de 7, et il n’y a pas de contrainte sur la maniere dont la classe
X est décrite (par base de motifs exclus par exemple, mais pas obligatoirement).

Dans la suite, on présentera aussi deux restrictions du probleme, qui le rendent polynomial : la
recherche de plus grand motif commun entre deux permutations triables par pile, et la recherche
de plus grand motif commun a deux permutations dont une est séparable. Le résultat sur les
permutations triables par pile est di & A. Micheli et D. Rossin dans [MRO6], et fait I’objet du para-
graphe 4.1.3. Celui sur les permutations séparables généralise le résultat de [MRO06], mais en utilisant
des outils différents (les arbres de séparation), comme cela sera décrit dans le paragraphe 4.2.

En outre, les techniques développées dans le cas ol une permutation est séparable permettent
de décrire un algorithme pour la recherche de plus grand motif commun entre deux permuta-
tions, sans restrictions. Cet algorithme reste bien stur de complexité exponentielle, mais fournit une
amélioration par rapport a I'algorithme naif qui consisterait a comparer tous les motifs de 71 a tous
ceux de 1. Cet élargissement fera I'objet du paragraphe 4.3.
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4.1.2 Une généralisation : recherche de plus grand motif commun entre une
permutation et une classe

Dans ce paragraphe, on décrit un probleme généralisant la recherche de plus grand motif com-
mun entre deux permutations. On présente les difficultés a le résoudre en général, et une famille
de cas particuliers pour lesquels la résolution est polynomiale. On n’entre pas dans les détails, qui
peuvent étre trouvés dans [AAAT03].

Le probleme LIS (pour Longest Increasing Subsequence) a déja été présenté dans le para-
graphe 3.1.3 : il s’agit de trouver la plus longue permutation de la forme 12...k qui est mo-
tif d’'une permutation 7 en entrée du probléme. Dans I'article [AAAT03], les auteurs proposent
une généralisation de ce probleme. Ils définissent donc, pour tout ensemble X de permutations le
probleme LX S comme suit :

Probleme 4.2 (LXJS).

DONNEES : Une permutation 7 de taille n.

SORTIE : Une permutation o de ’ensemble X qui est motif de 7, et qui est de taille maximale parmi
les permutations satisfaisant cette propriété.

Pour X = {12...k,k > 1}, on retrouve bien le probleme LIS d’origine.

Le probleme 4.2 généralise aussi le probleme de recherche de plus grand motif commun. Il peut
étre vu comme la recherche d’un plus grand motif commun entre une permutation 7 et un ensemble
X de permutations. Pour X = {7 : 7 < 7'}, la résolution du probléme 4.2 revient & trouver un plus
grand motif commun & 7’ et & la permutation 7 en entrée du probleme.

Pour que cette généralisation soit pertinente, il faut que tout motif d’une permutation appar-
tenant a X soit aussi dans X. En d’autres termes, on considere le probleme 4.2 seulement pour des
ensembles X qui sont des classes de permutations. Cette restriction est imposée aussi dans 1’étude
de [AAAT03], pour des raisons semblables, bien que formulées différemment.

Il faut remarquer que la classe X est extérieure aux données du probleme, et que la complexité
n’est mesurée que par rapport a la taille de la permutation 7 en entrée.

Sans condition sur X, le probleme 4.2 est N P-difficile, mais la réduction pour le montrer ne
se fait pas avec le probleme de recherche de motif comme dans tous les cas précédents. Cela serait
possible si X faisait partie des données du probléme, mais ¢a n’est pas le cas. On peut seulement
réduire au probleme 4.2 le probléme de recherche de motif ou le motif est considéré comme extérieur
auxr données en entrée, mais on a vu que cette variante du probleme de recherche de motif est
polynomiale.

Le caractere N P-difficile du probleme 4.2 est justifié par une réduction du probleme d’apparte-
nance a X. On connait des classes X de permutations pour lesquelles le probleme de décider si une
permutation 7 appartient a X est N P-difficile, et tester si la réponse au probleme 4.2 sur ’entrée
T est égale a T revient a tester si 7 appartient a X.

La classe X étant extérieure aux données du probleme 4.2, cela laisse toute latitude quant a
la maniere dont elle est décrite. Elle peut étre donnée par sa base (finie) de motifs exclus, ou par
d’autres caractérisations. Une description de X comme solution minimale (pour 'inclusion) d’une
équation d’une certaine forme est particulierement adaptée a la résolution du probleme LXS. En
effet, si X est décrite de cette manieére (ce qui n’est pas toujours possible), on peut résoudre le
probleme 4.2 en temps polynomial.

Les équations dont il s’agit sont celles de la forme X = H[X,..., X,], o H est un ensemble
de permutations de taille  (donc un ensemble fini), et chaque X; est soit X lui-méme, soit une
classe D; pour laquelle on sait résoudre le probléeme LD;S en temps polynomial. Cela signifie que
les éléments de X peuvent étre vus comme une dilatation (voir définition page 41) d’un élément de
H par des permutations appartenant aux X;. Si 'on dispose d’une telle description récursive de X,
un algorithme polynomial résolvant le probleme LX S fonctionne par programmation dynamique,
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avec des sous-problemes pour des fenétres de valeurs et de positions de la permutation 7 en entrée,
un peu comme dans l'algorithme 3.1 de Bose, Buss et Lubiw.

4.1.3 Restriction a des permutations triables par pile

De méme que la recherche d’occurrence de motif dans une permutation, le probleme 4.1 de
recherche de plus grand motif commun a deux permutations est N P-difficile. Comme dans le
chapitre 3, il est donc naturel d’envisager des restrictions de ce probleme pour lesquelles on peut
proposer une solution par un algorithme polynomial. Un premier exemple de telle restriction a été
étudié par Micheli et Rossin, qui considerent dans [MR06] le probleme de recherche de plus grand
motif commun a deux permutations triables par pile.

Les permutations triables par pile ont été introduites par D. E. Knuth dans [Knu73]. Comme
leur nom l'indique, ce sont celles qui peuvent étre triées (c’est-a-dire transformées en 12...n) par
un passage dans une pile. Cette premiere définition est illustrée par la figure 4.1.

123456789 <« 1 F431295768

F1G. 4.1 — Tri d’une permutation par une pile.

De nombreuses caractérisations des permutations triables par pile ont ensuite été décrites, et
on adopte une de ces caractérisations comme définition “formelle” :

Définition 4.3. Une permutation de [k..n] est triable par pile si on peut la décomposer sous la
forme In.J, ou il existe un entier p tel que I soit une permutation de [k..p| et J soit une permutation
de [p+ 1..n — 1], toutes deux triables par pile. On autorise I et J & étre des permutations vides.

Dans tout ce qui suit, on s’intéresse seulement aux permutations o € S, (c’est-a-dire aux
permutations de [1..n]) qui sont triables par une pile.

Les permutations triables par pile forment une classe de permutations, et on peut facilement
caractériser cette classe par sa base :

Théoréme 4.4 ([Knu73]). Les permutations triables par pile sont celles qui évitent le motif 23 1.

Le théoreme 4.4 implique que les permutations triables par pile sont énumérées par les nom-
bres de Catalan. On peut proposer une autre preuve de ce résultat, a travers une bijection entre
permutations triables par pile de taille n et arbres plans enracinés a n arétes. C’est aussi a travers
cette bijection que [MRO06] donne un algorithme polynomial pour la recherche de plus grand motif
commun & deux permutations triables par pile.

Etant donné un arbre plan enraciné, on construit une permutation de la maniere suivante. On
effectue un premier parcours en profondeur en numérotant les arétes empruntées dans un ordre
postfixe. Puis par un second parcours en profondeur de ’arbre, on lit les étiquettes attribuées aux
arétes, cette fois dans un ordre préfixe. La permutation obtenue est triable par pile.

Réciproquement, étant donnée une permutation triable par pile, on la décompose en ¢ = InJ
comme dans la définition 4.3, et on construit un arbre récursivement. En notant 7; et 7 les arbres
associés a I et J respectivement, et r; et r; leurs racines respectives, I'arbre 7, associé a o est
obtenu en reliant 77 et 7; par une aréte allant de r; & rj, et en enracinant ’arbre ainsi obtenu en
rr.
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La figure 4.2 donne un exemple d’une permutation et d’'un arbre qui sont en correspondance
par cette bijection.

77

VAN 31% T
./l\. /J,\. 1/\% T, o=4 311 2195 7J6 8

Fi1G. 4.2 — La bijection entre permutations triables par pile et arbres plans enracinés sur un exemple.

N
I

Cette bijection possede en outre la propriété de faire correspondre plus grand motif commun
entre deux permutations triables par pile et plus grand sous-arbre commun entre deux arbres.

Définition 4.5. Un sous-arbre d’un arbre 7 est un arbre qui peut étre obtenu & partir de 7 par
contraction d’arétes. Un plus grand sous-arbre commun a deux arbres 77 et 75 est un sous-arbre de
7, et de 75 qui a un nombre maximal d’arétes parmi tous ceux possédant cette propriété.

Plus précisément, si o1 et oy sont deux permutations triables par pile, et 77 et 75 les arbres
qui leur sont associés par la bijection, alors tout plus grand motif commun & o1 et oy (noté )
est associé par la méme bijection & un arbre 7, qui est un plus grand sous-arbre commun a 77 et
75. Réciproquement, tout plus grand sous-arbre commun a 77 et 75 est en correspondance par la
bijection décrite avec une permutation qui est un plus grand motif commun a oy et oo.

Le probleme de recherche de plus grand motif commun & deux permutations triables par pile
est donc équivalent a celui du calcul d’un plus grand sous-arbre commun a deux arbres.

Dans [ZS89], K. Zhang et D. Shasha proposent un algorithme polynomial qui résout le probleme
de calcul de distance d’édition entre deux arbres, 7; et 75. Ce probléme consiste & trouver la longueur
minimale d’une suite d’opérations d’édition (insertion, contraction, et réétiquetage d’arétes) permet-
tant de transformer 77 et 75. L’algorithme de Zhang et Shasha calcule en fait une application des
sommets de 77 dans les sommets de 75, en utilisant des techniques de programmation dynamique,
et explique comment la distance d’édition peut étre calculée a partir de cette application. Il permet
aussi de produire une suite d’opérations d’édition pour passer de 77 a 7s.

Le point qui nous intéresse tout particulierement est qu’on peut facilement construire, a partir
d’une suite d’opérations réalisant la distance d’édition entre deux arbres 77 et 7, un plus grand sous-
arbre commun a ces deux arbres. Ainsi, on dispose d’un algorithme polynomial pour la recherche de
plus grand sous-arbre commun a deux arbres. L’algorithme de Zhang et Shasha est de complexité
O(n*). Mais d’autres algorithmes de calcul de distance d’édition sur les arbres (et d’une suite
d’opérations d’édition qui réalise cette distance) ont depuis été décrits (voir par exemple [ZWS95,
Kle95, Val0l, DTO03, Bil05]), améliorant ainsi le temps nécessaire pour résoudre ce probléme a
O(n3log(n)) [DTO3].

La bijection qui relie arbres et permutations triables par pile pouvant aisément étre calculée en
temps quadratique (complexité qui est améliorable en raffinant un peu), [MRO6] a donc proposé
une réinterprétation du résultat de K. Zhang et D. Shasha, pour obtenir un algorithme polynomial
résolvant le probleme de recherche de plus grand motif commun entre deux permutations triables
par pile.

La complexité de I'algorithme obtenu est héritée de 1’algorithme de Zhang et Shasha, soit O(n?).
Mais tous les algorithmes de calcul d’une suite d’opérations qui réalise la distance d’édition entre
deux arbres fournissent immédiatement une amélioration de cette complexité.
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4.2 Recherche du plus grand motif commun a deux permutations,
dont une séparable

On propose ici une autre restriction du probleme 4.1 qui autorise une résolution par un algo-
rithme de complexité polynomiale. Il s’agit du probléme de recherche de plus grand motif commun
entre une permutation séparable et une permutation quelconque. Les permutations triables par
pile étant un cas particulier de permutations séparables, ce cadre est plus général que celui du
paragraphe 4.1.3.

On s’attache donc a décrire un algorithme pour démontrer le théoréeme suivant :

Théoréme 4.6 ([BR06]). Le probléme de recherche de plus grand motif commun a deux permuta-
tions dont une est séparable peut étre résolu en temps polynomial.

On supposera qu’en entrée du probleme 4.1, la permutation 71 est séparable. La séparabilité
d’une permutation pouvant étre testée en temps linéaire, cette hypotheése n’est pas une restriction,
mais permet d’alléger les notations en évitant une distinction de cas selon que 7 ou 7 est séparable.

On peut méme remarquer qu’il n’est pas nécessaire de savoir a priori laquelle des deux permu-
tations en entrée est séparable : cela peut en effet étre déterminé par un précalcul linéaire.

Toujours dans les remarques d’ordre général, on constate que tout plus grand motif commun
a une permutation séparable et une permutation quelconque est lui-méme séparable. Cette pro-
priété est une conséquence directe du fait que les permutations séparables forment une classe de
permutations, qui est par définition fermée pour la relation de motif.

4.2.1 Description de P’algorithme

L’algorithme proposé pour résoudre le probleme 4.1, avec la condition supplémentaire que la
permutation 7 en entrée est séparable, utilise les mémes outils que celui de Bose, Buss et Lu-
biw [BBL9S8], pour la recherche d’occurrence d’un motif séparable dans une permutation quelconque.
1l calcule d’abord un arbre de séparation 77 de 71, puis effectue la recherche d’un plus grand motif
commun aux deux permutations en étant guidé par cet arbre. Pour éviter une explosion combina-
toire, on utilise comme dans [BBL9S§] la technique de la programmation dynamique, le probleme
de départ étant décomposé en sous-problemes en fonction de la structure de 77.

On rappelle que d’apres le théoreme 3.10, on peut non seulement tester en temps linéaire si une
permutation est séparable, mais aussi calculer dans l'affirmative un arbre de séparation pour cette
permutation toujours en temps linéaire. Ainsi, au lieu d’avoir deux permutations 71 (séparable) et
To (quelconque) en entrée du probléme 4.1, on supposera qu’on a plutdt un arbre de séparation 7q
d’une permutation séparable 71, et une permutation 75. Cette reformulation du probléme peut étre
obtenue au prix d’un précalcul linéaire. On rappelle que n; et ny désignent les tailles respectives
de 71 et 79. On peut remarquer qu’alors le nombre de nceuds de 77 est en O(ny).

Le tableau de programmation dynamique utilisé dans I’algorithme 4.1 est de la forme
M ={M(V,i,j,a,b) : V un noeud de 71,1 <i < j <ng,1 <a <b<ng}.

Comme dans le paragraphe 3.3.1, pour tout nceud V de 73, on note 71[V] le motif de 71 dont un
arbre de séparation est le sous-arbre de 77 de racine V. On note aussi, pour 1 < i < j < no,
To[i..j] la sous-séquence de la permutation 75 allant de I’élément a la position ¢ jusqu’a 1’élément a
la position j.

La case M(V,i,j,a,b) du tableau M contient un plus grand motif commun 7 entre 71[V] et
To[i..j] sous la contrainte qu’il existe une occurrence de 7w dans 72[i..j] qui n’utilise que des éléments
de valeur entre a et b.

La permutation vide, de taille 0, sera notée e.
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Exemple 4.7. Sile nceud V représente le motif 21 (c’est-a-dire si i [V] =21), et sia =642531,
alors on a par exemple M (V,2,4,3,5) =1, M(V,2,5,3,4) =21 et M(V,4,5,1,2) =

Algorithme 4.1 Algorithme de recherche d’un plus grand motif commun & une permutation
séparable et une permutation quelconque.

1: DONNEES : un arbre de séparation 7; d'une permutation séparable 71 de taille ni, et une
permutation quelconque 7 de taille no

2: CREER UN TABLEAU M :

3: pour tout noeud V de 7; faire

4:  pour tous entiers i, j, a et b € [1..ny] faire

5: M(V,i,j,a,b) — €

6: fin pour

7: fin pour

8: REMPLIR M :

9: pour tout nceud V' de 77, depuis les feuilles de 77 vers la racine faire

10:  pour tous entiers i, j, a et b € [1..n2], tels que i < j et a < b faire

11: si V est une feuille alors

12: si dh € [i..j] tel que 12(h) € [a..b] alors

13: M(V,i,j,a,b) «— 1

14: sinon

15: M(V,i,j,a,b) «— €

16: finsi

17: sinon

18: /*V est un noeud interne.*/

19: On note respectivement Vg et V7, les fils droit et gauche de V.

20: si V est un nceud de signe & alors

21: M(V,i,j,a,b) < Longest{ M(Vy,i,h — 1,a,c — 1) ® M (Vg, h, j,c,b) :
i<h<j+l,a<c<b+1}

22: sinon

23: /*V est un neeud de signe ©.%/

24: M(V,i,j,a,b) «— Longest{ M (Vp,i,h — 1,¢,b) © M (Vg,h,j,a,c—1):
i<h<j+l,a<c<b+1}

25: finsi

26: finsi

27:  fin pour

28: fin pour

29: SORTIE : M(R,1,n9,1,n9), ot R désigne la racine de Ty

Le fonctionnement de 'algorithme est le suivant. Pour commencer, on remplit les tableaux

M(V,_, _, _, ) pour toutes les feuilles V' de 7;. Ensuite, on calcule M(V,_, _, _,_) pour tout noeud
interne V' en utilisant les valeurs contenues dans les tableaux M (Vy,_, ., _,_) et M(Vg,_, _, ., -)
associés aux fils de V' (V1 et Vi désignent respectivement les fils gauche et droit de V).

Pour pouvoir combiner les motifs stockés dans les tableaux M (Vg,_, -, _,_) et M(Vg, ., , -, -),
afin de remplir le tableau M(V,_, _, _, ), on introduit la définition suivante de concaténation de
motifs :

Définition 4.8. On considere deux motifs 7 et 7 de tailles respectives k et k’. Les concaténations
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positive et négative de m et 7’ sont définies respectivement par :
ron =m - mp(ny + k) (my + k) et

ron =(m+k) - (mp +K)m .

Exemple 4.9.
4352130 3142=43521:8697
4352163142=87965:3142

On peut remarquer qu’avec la notation introduite par la définition de la dilatation (définition 2.29
page 41), la concaténation positive m @ 7’ s’écrit aussi 12[r, 7’]. De méme, 7 © ' = 21[r, 7'].

On dispose maintenant de tous les outils nécessaires a la description plus précise de 1’algo-
rithme 4.1 pour la recherche de plus grand motif commun & deux permutations, dont une est
séparable.

Dans I'algorithme 4.1, aux lignes 21 et 24, on utilise une procédure Longest qui calcule, pour
tout ensemble de motifs S, un motif de taille maximale dans S. Une procédure naive qui parcourt
I’ensemble S en mémorisant un motif de taille maximale parmi ceux déja rencontrés, et qui met a
jour le motif retenu dés qu’un motif plus long est rencontré, est suffisante pour nos besoins.

4.2.2 Correction et analyse de complexité

Il reste maintenant a vérifier que ’algorithme 4.1 est correct, et a calculer sa complexité.

Proposition 4.10. L’algorithme 4.1 est correct : il calcule un plus grand motif commun aux deux
permutations T, et To données en entrée.

Démonstration. On démontre la proposition 4.10 par induction.

On montre que pour tout nceud V' de 7; et tous i, j,a,b € [1..ng], Palgorithme stocke dans la
case M(V,i,j,a,b) un plus grand motif commun entre 71 [V] et 72[i..j] dont 'occurrence dans 7s[i..j]
utilise seulement des valeurs entre a et b. On dira que le nceud V vérifie la propriété P lorsque cette
assertion est vraie pour toutes les valeurs de i, j,a,b € [1..na).

Au vu des lignes 12 a 16 de ’algorithme 4.1, il est clair que la propriété P est vérifiée pour
toutes les feuilles V' de 7.

On consideére donc un nceud interne V', qui a donc deux fils Vi, (le fils gauche) et Vi (le fils
droit). On fixe alors des entiers i, j, a et b tels que 1 < 7,5 < nget 1 < a,b < ng. On peut remarquer
que dans le cas ot i > j ou a > b, le motif dans la case M(V,1,j,a,b) est le motif vide (la valeur
affectée a la ligne 5 de l’algorithme n’a dans ce cas jamais été modifiée), ce qui correspond bien au
plus grand motif commun attendu.

On suppose donc dans la suite de la démonstration que ¢ < j et que a < b. On suppose en outre
que V est un noeud positif, le cas d’un nceud négatif pouvant étre traité de maniere tres similaire.
Tout d’abord, on voit assez facilement que M (V, 1, j,a,b) contient un motif commun entre 71 [V] et
To[i..j] qui n’utilise que des valeurs entre a et b. En effet, par hypothese d’induction, on déduit que
tout motif de 'ensemble S = {M (Vy,i,h—1,a,c—1)®M (Vgr, h,j,c,b) :i < h < j+1l,a <c < b+1},
et donc a fortiori Longest(S), est un motif commun entre 71[V] et m2[i..j] n’utilisant que des valeurs
entre a et b.

Pour conclure I'étape d’hérédité de la preuve par induction de la propriété 4.10, il reste a
démontrer que :

Lemme 4.11. Longest(S) est un motif de taille mazimale parmi tous les motifs communs entre
71[V] et m2li..j] n'utilisant que des valeurs entre a et b dans To[i..j].
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Démonstration. On rappelle qu’on cherche ici a démontrer la propriété P pour un nceud interne V
de 77, sachant que les noeuds Vi, et Vg satisfont la propriété P, par hypothese d’induction.

On note 7 un plus grand motif commun entre 71[V] et 72[i..j], parmi ceux n’utilisant que
des valeurs entre a et b dans 73[i..j]. Comme illustré sur la figure 4.3, il existe des entiers h €
{i,....,j+1} et c € {a,...,b+ 1} tels que 7 se décompose en m = 1 G T2, out 7 est un motif
commun entre 71[V7] and 7'2[ .h—1], utilisant seulement des valeurs entre a et ¢c—1 dans 7o[i..h—1],
et o est un motif commun entre 71 [Vg] et 72[h..j], utilisant seulement des valeurs entre c et b dans
To[h..j]. Il faut remarquer que dans cette décomposition, il est possible que m ou 2 soit le motif
vide.

@, <—ncud V

9

N N
/\\ //|\

nlidl=  mlih-1 mlhg

Fia. 4.3 — Décomposition d’un plus grand motif commun a deux permutations, dont une séparable.

On montre facilement que m (resp. m2) est en fait un plus grand motif commun entre 71[V7]
(resp. T1[VR]) et T2 dans les intervalles de positions et de valeurs précisés plus haut. En effet, si m
(resp. m2) n’était pas un plus grand motif commun dans ces intervalles de positions et de valeurs,
alors m ne serait pas non plus de taille maximale, ce qui contredit la définition méme de 7. Ainsi,
par 'hypothese d’induction, on déduit que |M(Vy,i,h — 1,a,¢ — 1)| = |m1| et |M(Vg, h,j,¢,b)| =
|2|. Le motif calculé par 1'algorithme 4.1 dans la case M(V,1,j,a,b) est donc de taille au moins
|M(V,i,h —1,a,c — 1) & M(Vg, h,j,c,b)| = |m1 @& m2| = |n|. Et 7 étant de taille maximale par
définition, on conclut que le motif dans la case M(V,i, j,a,b) est aussi de taille maximale. ]

En conclusion, on obtient donc que M (V, 1, j,a,b) contient un plus grand motif commun entre
71[V] et m]i..j] parmi ceux dont l'occurrence dans 7]i..j] n’utilise que des valeurs entre a et b.

Lorsque V' est un nceud négatif, on décompose m en 7w © me, ou 7 est un plus grand motif
commun entre 71[Vz] et m2[i..h — 1], utilisant seulement des valeurs entre ¢ et b dans 7a[i..h — 1], et
7 est un plus grand motif commun entre 71[VR] et T2[h..j], utilisant seulement des valeurs entre a
et ¢ — 1 dans 7y[h..j], et on poursuit ensuite la démonstration en suivant les mémes étapes. ]

Exemple 4.12. On considere les permutations m = 14236578 et 2 =413256897.
La permutation 7 est séparable, et un de ses arbres de séparation 7y

est donné ci-contre. On détaille le fonctionnement de l'algorithme 4.1 \

sur cet exemple, pour le nceud V' qui est le fils droit de la racine dans @

71. Apres renormalisation, on a 7i[V] = 3125467, i[VL] = 312 et / \
71[Vg] = 2134. On choisit les valeurs i = 2,j = 7,a = 2 et b = 8.

On veut montrer que pour tout h € {i,...j+ 1} et ¢ € {a,...b+ 1}, \ /\
M(Vi,i,h — 1,a,¢ — 1) @ M(VRg, h,j,¢,b) est un motif commun entre

71[V] et m]i..j] qui utilise seulement des valeurs entre a et b dans 7»[i..j]. { J E 6/ \5 7/ \8

On fixe par exemple h = 5 et ¢ = 4.
Par hypothese d’induction, M (Vr,i,h —1,a,c— 1) contient un plus grand motif commun entre
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71[VL] and 72[i..h—1] utilisant seulement des valeurs entre a et c—1 dans m»[i..h—1]. Ici, M (VL i, h—
1,a,c—1) = 21. En effet, une occurrence de 21 dans m»[i..h — 1] = 132 utilisant des valeurs entre
2 et 3 est 132, et une occurrence de 21 dans 71[Vz] = 312 est 312. De maniere similaire, on a
M(Vg,h,j,c,b) = M(Vg,5,7,4,8) = 123, comme le montrent les occurrences 56 8 dans 73[h..j] =
568 et 2134 dans 71[Vg] = 2134. L’occurrence de M (Vy,i,h — 1,a,¢c — 1) & M (Vg, h,j,¢,b) =
21345 dans m»[i..j] utilisant des valeurs entre a et b est alors obtenue en considérant simultanément
les deux occurrences dans 7 qui ont été sélectionnées ci-dessus. Dans notre cas, une occurrence
de 21345 dans m[i..j] = 132568 utilisant des valeurs entre 2 et 8 est 13256 8. On remarque
aussi que l'occurrence 3125467 de 21345 dans 74[V] = 3125467 est elle aussi obtenue en
considérant en méme temps les occurrences de 21 et 123 dans 71[Vy] et 71[Vg] respectivement.

Proposition 4.13. La complezité en temps de l’algorithme 4.1 est O(min(ni,n2)nins).

Démonstration. L’algorithme 4.1 manipule un tableau de programmation dynamique M de taille
O(n1n3), ou chaque cellule contient un motif de taille au plus min(ni, ns). La complexité en espace
est donc au total O(min(ny,n2)ning).

Pour remplir toutes les cases des sous-tableaux M (V,_,_,_,_) pour toutes les feuilles V' de
71 (lignes 11 & 16 de Palgorithme 4.1), la complexité totale en temps est O(ni1n3). Et pour tout
nceud interne V', le cotit du calcul d'une case du tableau M(V, _, _, _, _) est O(min(ny,n2)n3). Ce

cout reflete la complexité de la recherche d’un élément de taille maximale (aux lignes 21 ou 24 de
I'algorithme 4.1) dans un ensemble de O(n3) éléments, la taille de chaque élément étant au plus

O(min(ni,n2)). Par conséquent, le remplissage de tout le sous-tableau M (V,_, _, _,_) demande
une complexité en temps de Pordre de O(min(ni,n2)ns). Et comme il y a O(n1) noeuds internes
dans 77, on obtient le résultat annoncé. O

Le théoreme 4.6 est une conséquence directe des propositions 4.10 et 4.13.

On peut remarquer qu'une amélioration immédiate de la complexité de l’algorithme 4.1 a
O(n1n$) peut étre obtenue en stockant, dans chaque case M(V,i,j,a,b) (si V est un nceud in-
terne), un entier, un signe (€ ou ©) et deux pointeurs, au lieu d’un motif. Plus précisément, si I’al-
gorithme 4.1 remplit la case M (V, 1, j, a, b) avec le motif p = M(Vy,i,h—1,a,c—1)®M (Vg, h, j, ¢, b),
alors il suffit de stocker dans M(V, 1, j,a,b) la longueur de p, le signe @, et deux pointeurs vers les
cases M (Vp,i,h—1,a,c—1) et M(VRg,h,j,c,b) du tableau M. A la fin de Dalgorithme, ce systéme
de pointeurs donne un arbre de séparation d’un plus grand motif commun & 7 et 7o. Le motif
associé a cet arbre peut alors étre calculé en temps linéaire.

Une amélioration plus substantielle pourrait certainement étre obtenue en réduisant le nombre
de sous-probleémes & examiner, comme dans 1'algorithme d’Ibarra (voir page 78). On pourrait aussi
envisager d’utiliser des structures de données plus élaborées permettant de retrouver rapidement un
élément de taille maximale dans un tableau, pour diminuer le temps de calcul a chaque passage a la
ligne 21 ou 24 de ’algorithme 4.1. Les détails de ces pistes de modification n’ont pas été explorés.

Enfin, on peut conclure en comparant ’algorithme 4.1 & celui de Bose, Buss et Lubiw (algo-
rithme 3.1 page 77). L’algorithme 4.1 résout le probléeme de la recherche d’un plus grand motif
commun entre une permutation quelconque et une permutation séparable, a priori plus difficile que
le probleme de recherche d’une occurrence d’un motif séparable dans une permutation quelconque,
résolu par l'algorithme de Bose, Buss et Lubiw. Pourtant, la méthode utilisée par ’algorithme 4.1
est inspirée de [BBLYS], et la complexité de l'algorithme 4.1 est & peine supérieure a celle de
l'algorithme 3.1.

4.3 Extension a deux permutations quelconques grace aux arbres

de décomposition

La technique développée par ’algorithme 4.1 peut étre étendue a un cadre plus large que celui des
permutations séparables. La définition 3.16 (page 75) propose une extension de la notion d’arbre de
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séparation a toutes les permutations, a travers les arbres de décomposition développés. En utilisant
ces arbres, on va décrire, sur le modele de 'algorithme 4.1, un algorithme pour la recherche de plus
grand motif commun & deux permutations, sans contrainte a priori.

Cet algorithme n’est pas polynomial en général, mais a une complexité paramétrée par 'arité
maximale d’un noeud premier dans 'arbre de décomposition d’une des permutations en entrée.
Ainsi, il fonctionne en temps polynomial des que l'arité des nceuds premiers dans l'arbre de
décomposition d’une des permutations en entrée peut étre bornée par une constante d indépendante.

Comme dans 'algorithme 4.1, plutot que deux permutations 7 et 7o, on préferera prendre en
entrée 'arbre de décomposition développé 77 de la permutation 71, et la permutation 79. D’apres
la proposition 3.17, cela ne modifie la complexité de 'algorithme que par une étape de précalcul
linéaire.

De méme, on supposera toujours qu’il est plus avantageux de choisir I’arbre de décomposition
développé de 11 plutdt que celui de 5. Cette hypothese facilite I’écriture de ’algorithme mais ne
restreint pas sa généralité. En effet, on peut toujours, dans ’étape de précalcul linéaire, calculer
les arbres de décomposition développés de 11 et de 79, et choisir ensuite, parmi ceux deux arbres,
celui ou l'arité maximale d’un nceud premier est la plus faible.

4.3.1 Description de P’algorithme

Comme annoncé plus haut, 'algorithme proposé pour la recherche de plus grand motif commun
a deux permutations prend en entrée un arbre de décomposition développé 7; d’une permutation 7,
et une permutation 7. Il résout le probleme 4.1 sur l'entrée (71, 72), ¢’est-a-dire qu'il calcule un plus
grand motif commun a 77 et 7. Il fonctionne comme ’algorithme 4.1, avec un cas supplémentaire
pour traiter les nceuds premiers de 7;. Le traitement de ce cas supplémentaire est décrit dans
I’algorithme 4.2 ci-apres.

Algorithme 4.2 Algorithme de recherche de plus grand motif commun a deux permutations.

1: DONNEES : L’arbre de décomposition développé 7; d’'une permutation 7; de taille n; et une
permutation 7o de taille no

2: CREER UN TABLEAU M : suivre la méme procédure que dans I’algorithme 4.1
3: REMPLIR M :

4: pour tout nceud V de 77, depuis les feuilles de 77 vers la racine faire
5. pour tous entiers i, j, a et b € [1..ng], tels que i < j et a < b faire

6 si V est une feuille ou un nceud linéaire alors

7 suivre la méme procédure que dans 'algorithme 4.1

8 sinon

9 /* V est un nceud premier. /*

10: On note p la permutation simple qui étiquette le nceud V.

11: On note aussi d larité de V', et Vi, ..., Vy les fils de V', de gauche a droite.
12: M(V,i,j,a,b) < Longest(S) ou

S:{p[ﬂ'l,ﬂ'g,...,ﬂ’d] i=hg<h <...<hg=j+l,a=c<c<...<cg=b+1
et mp = M(Vi, hjg—1, hiy — 1, ¢pp—1, ¢p, — 1) pour chaque k € [1..d}}
13: finsi
14:  fin pour
15: fin pour

16: SORTIE : M (R, 1,n2,1,n2), ou R désigne la racine de 7;

Dans cet algorithme, il est fait usage a la ligne 12 de la notation p[my, o, ..., m4] qui représente
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la dilatation de p € Sk par les permutations 7y, ma, ..., T4, comme définie page 41.

L’idée qui est exploitée par 'algorithme 4.2 est assez simple. Pour un noeud premier V', étiqueté
par la permutation simple p et ayant d fils V; ... Vg, on remplit la case M (V, i, j, a, b) en partitionnant
les intervalles [i..j] et [a..b] en intervalles I,...,15 et Aj,..., Ay respectivement, de telle sorte
que I, < I et A, < Apsip < k [, Ensuite, on concaténe les plus grands motifs communs
7, entre les 71[V;] et 7o dans les intervalles d’indices I, et les intervalles de valeurs A,, . Cette
concaténation correspond en fait a une dilatation de p par les motifs 71, ..., 74. Avec les notations
de lalgorithme 4.2, I}, = [hg_1..hx — 1] et A = [ck—1..ck — 1].

4.3.2 Correction et analyse de complexité

Comme dans le paragraphe 4.2, on démontre la correction de I’algorithme 4.2 et on analyse sa
complexité.

Proposition 4.14. L’algorithme 4.2 est correct : il calcule un plus grand motif commun aux deux
permutations T, et To données en entrée.

Démonstration. La démonstration est semblable a celle de la proposition 4.10

Avec les notations de la preuve de la proposition 4.10, dans le cas d’un nceud premier V', étiqueté
par une permutation simple p et ayant d fils V} a Vy, il existe des entiers t = hg < hy < ... < hg=
j+leta=cp<c1 <...<cg=0b+1, tels que 7 se décompose enﬂ:p[ﬂl,...,wd], ou 7" est un
motif commun entre 71 [Vi] et To[hg—1..hs, — 1], qui utilise seulement des valeurs entre c,, _1 et ¢, —1
dans 7o[hg_1..h — 1]. Avec cette décomposition de 7, on peut utiliser I’hypothese d’induction sur

les nceuds (Vi)1<k<a et conclure la preuve comme dans le cas précédent. O

Dans cette preuve, tout repose sur le fait qu’un motif commun entre 71 [V] et 72[i..j] est toujours
une concaténation de motifs communs entre les fils de V' et des sous-séquences de 13[i..j]. Cette
fagon dont les fils d’'un noeud dans 'arbre de décomposition héritent de propriétés de leur pere (et
réciproquement) se retrouve dans d’autres parties de mon travail de these, mais aussi (par exemple)
dans les travaux de M. H. Albert et M. D. Atkinson [AA05, lemme 15].

La différence principale entre les algorithmes 4.1 et 4.2 réside dans I’analyse de leur complexité.
Ces deux algorithmes travaillent sur les tableaux de programmation dynamique de méme taille,
mais le cotit de calcul pour une case de ce tableau peut étre bien plus élevé dans 'algorithme 4.2
que dans l'algorithme 4.1. En effet, pour tout noeud interne V', lorsque 'on remplit une case du
tableau M(V,_, _,_,_) avec l'algorithme 4.1, on recherche un motif de taille maximale dans un
ensemble contenant O(n3) éléments. Dans le cas de l'algorithme 4.2, cet ensemble dont il faut
extraire un élément de taille maximale contient (’)(n%d_Q), si V est un nceud premier d’arité d (ligne
12 de lalgorithme 4.2). La complexité de l'algorithme 4.2 dépend donc d’un parametre : l'arité
maximale d’un nceud premier dans ’arbre de décomposition de la permutation 7 en entrée.

Sans hypothese particuliere, la seule borne supérieure que I'on puisse donner sur ’arité max-
imale d’'un nceud premier dans ’arbre de décomposition de la permutation 7 de taille n; est
d < np. Cette borne est atteinte pour les permutations simples. La complexité totale en temps de
I’algorithme 4.2 est donc O(min(ny,no)nina™ ). Cependant, si on s’intéresse a des classes (ou
plus généralement des ensembles) de permutations telles que arité de tout nceud premier dans
leur arbre de décomposition est bornée par une constante d, alors I'algorithme est polynomial, de
complexité O(min(ny,na)ninad?).

Par exemple, toute classe C contenant un nombre fini de permutations simples vérifie triviale-
ment cette condition sur 'arité d’un nceud premier, et on peut donc calculer en temps polynomial
un plus grand motif commun & deux permutations dont une appartient a C.

Ces considérations de complexité peuvent étre résumées de la maniere suivante :

[]La notation A < B, signifie que Va € A,Vb € B,a < b.
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Théoréme 4.15. Soit d un entier. On considere la classe R des permutations pour lesquelles tout
neeud premier dans leur arbre de décomposition a arité au plus d 9. Alors la recherche de plus
grand motif commun a une permutation de R et une permutation quelconque est dans P.

[JOn remarque que R est une classe close par produit de substitution, olt les nceuds premiers autorisés sont tous
ceux étiquetés par une permutation simple de taille au plus d.
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Chapitre 5. Recherche de plus grand motif commun a un ensemble de permutations

Le chapitre 4 étudie le probleme de la recherche de plus grand motif commun & deux permuta-
tions. Un élargissement naturel de ce probleme, que 1’on envisage ici, est la recherche de plus grand
motif commun & un ensemble de permutations, de cardinal arbitraire.

La recherche de plus grand motif commun & un ensemble de permutations est un probléme plus
difficile que la recherche d’occurrence d’un motif dans une permutation (probleme 3.1 page 68) :
la N P-complétude du probléeme 3.1 implique donc que la recherche de plus grand motif commun a
un ensemble de permutations est N P-difficile.

Comme dans les chapitres précédents, on étudie des restrictions de ce probleme que I'on peut
résoudre en temps polynomial. Plutot que de restreindre I’ensemble de permutations en entrée du
probleme, on va ici contraindre plutot le résultat calculé a appartenir a une classe de permutations
donnée. On s’intéresse donc au probleme suivant, étant donnée une classe C de permutations :

Probléeme 5.1 (Recherche de plus grand motif commun appartenant & une classe C).

DONNEES : Un ensemble fini X de permutations.

SORTIE : Une permutation o qui appartient a C, qui est motif de chaque permutation de X, et qui
est de taille maximale parmi les permutations satisfaisant ces deux propriétés.

En particulier, on va s’intéresser dans ce chapitre au cas ou C est la classe Sep des permutations
séparables. Comme on I’a remarqué page 86, un plus grand motif commun a deux permutations
T et 7o, telles que I'une d’entre elles soit séparable, est toujours un motif séparable. Ceci est une
conséquence directe du fait que Sep est une classe de permutations, donc est stable pour la relation
de motif. Ainsi, dans la recherche de plus grand motif commun & deux permutations dont une est
séparable, on peut sans perte de généralité contraindre le motif calculé a appartenir a la classe Sep.
Ce probleme, étudié au paragraphe 4.2, est donc un cas particulier du probléme 5.1.

Dans le paragraphe 5.1, on donne un algorithme polynomial pour la résolution du probleme 5.1
pour C = Sep, dans le cas ou le cardinal de I’ensemble X est borné par une constante K extérieure
aux données du probléme. Toujours dans le cas ou C = Sep, on verra dans le paragraphe 5.2 que
sans borne a priori sur la taille de ’ensemble X en entrée, le probleme 5.1 est N P-difficile. Enfin,
on discutera dans le paragraphe 5.3 de 'approximation d’un plus grand motif commun par un plus
grand motif commun contraint a appartenir a une classe C : on verra que quelle que soit la classe C,
en calculant un plus grand motif commun appartenant a C, on ne peut pas garantir un résultat de
taille plus grande que /Opt, si Opt désigne la taille d'un plus grand motif commun, sans contrainte
d’appartenance a C.

5.1 Algorithme pour la recherche d’un plus grand motif séparable
commun a K permutations

Dans ce paragraphe, on propose un algorithme en temps polynomial pour résoudre le probleme
5.1 pour C = Sep et dans le cas ou I’ensemble X en entrée est de cardinal K. La généralisation au
cas ou X est de cardinal au plus K est immédiate, mais on ne la détaille pas ici, pour s’affranchir
des lourdeurs de notation qu’elle induit.

5.1.1 Description de I’algorithme

Comme dans les algorithmes 3.1 et 4.1, on résout le probleme de recherche d’un plus grand
motif séparable commun a K permutations avec des techniques de programmation dynamique.
Cependant, comme dans ce cas aucune hypothese de séparabilité n’est faite sur les permutations en
entrée, il n’est pas possible de calculer un arbre de séparation pour servir de guide a la division du
probleme d’origine en sous-problémes. Pour calculer un plus grand motif séparable commun entre
les permutations de I'ensemble X en entrée, on va considérer des sous-problemes correspondant

96



5.1. Algorithme pour la recherche d’un plus grand motif séparable commun a K permutations

a des K-uplets d’intervalles de positions et de valeurs, formés d’une telle paire d’intervalles pour
chaque permutations de X.

Plus précisément, on considere K permutations 7q,...,7x, de tailles respectives ni,...,ng.
On notera n le maximum des (ng)i1<4<k. Pour calculer un plus grand motif séparable commun
entre les permutations 71,..., 7k, on utilise un tableau de programmation dynamique M de di-
mension 4K, et quand la procédure pour remplir ce tableau s’acheve, on s’attend a ce que la
case M(i1,j1,a1,b1,...,iK,jK,aK,bK) contienne un motif séparable commun aux permutations
T,...,Tk, de taille maximale parmi ceux qui, pour chaque ¢ € [1..K], possédent une occur-
rence dans 7,[ig..J4] qui n’utilise que des valeurs entre a, et b,. Si 'on peut calculer les valeurs
de toutes les cases du tableau M en temps polynomial, tout en satisfaisant cette propriété, la case
M(1,n1,1,n1,...,1,ng,1,ngk) contiendra, a la fin de la procédure, un plus grand motif séparable
commun aux permutations 7y, ..., Tx.

Algorithme 5.1 Algorithme de recherche d’un plus grand motif séparable commun & un ensemble
de K permutations.

1: DONNEES : K permutations 71, ..., 7k de tailles respectives ni,...,ng
2: CREER UN TABLEAU M :

3: pour tous entiers iy, jq, a4 €t by € [1..n4], pour tout ¢ € [1..K] faire

4: M(il,jl,al,bl,...,iK,jK,aK,bK)<—e

5. fin pour

6: REMPLIR M :
7. pour tous entiers iq, jq, aq €t by € [1..ng], tels que iy < j, et ag < by, pour tout ¢ € [1..K], par
valeurs croissantes de > (jq — iq) + (by — a,) faire

8:  sidq e [1..K] tel que iy = j,; ou ay = b, alors
9: si Vg € [1..K],3hy € [iq..5q] tel que 74(hq) € [aq..by] alors
10: M(il,jl,al,bl,...,iK,jK,aK,bK)<—1
11: sinon
12: M(il,jl,al,bl,...,iK,jK,aK,bK)%6
13: finsi
14:  sinon
15: [*Vq € [1.K],ig < jq et ag < by /*
M(i1, j1,a1,b1, ..., ik, jK, 0K, bK) < Longest(Sg U Sg U S) avec
Sg = {M(il,hl —1,a1,¢1 —1,...ig,hg — 1,ax,cx — 1) D M(hl,jl,cl,bl,
.. .,hK,jK,CK,bK) :iq < hq < jq,aq < < bq,Vq S [1K]}
S@ = {M(il,hl - 1761,61, . ,iK,hK — 1,CK,bK) © M(hl,jl,al,cl — 1,
o hg k0K, — 1) : iq < hq < jq,aq <e¢g < bq,Vq S [1K]}
S = {1} siVg e [1..K],3hy € [ig..4q tel que 74(hq) € [ag..byl,
= {e} sinon.
16:  finsi
17: fin pour
18: SORTIE : M (1,n1,1,n1,...,1,ng,1,nk)

L’algorithme 5.1 précise comment remplir le tableau M en temps polynomial. Dans cet algo-
rithme, Longest est comme avant la procédure linéaire de calcul d’un élément de taille maximale
dans un ensemble. On reprend aussi du paragraphe 4.2 la notation € pour la permutation de taille
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0. Enfin, les notations @ et © désignent respectivement les concaténations positive et négative de
motifs, définies page 88.

Avant de démontrer la correction de I'algorithme 5.1, on donne deux lemmes qui expliquent
comment les motifs séparables communs peuvent étre fusionnés, ou au contraire séparés, pour faire
apparaitre d’autres motifs séparables communs. On sera aussi attentif & conserver la propriété de
taille maximale d’un motif séparable commun, dans le cas de la séparation d’un motif en deux.

Lemme 5.2. Soit m1 un motif séparable commun entre les permutations 11,...,Tx qui possede,
pour tout q € [1..K]|, une occurrence dans 7, dans l'intervalle de positions [ig..hq — 1] et dans
Uintervalle de valeurs [aq..cq — 1] (resp. [cq..bq]).

Soit ma un motif séparable commun entre les permutations T, ...,Tx qui posséde, pour tout
q € [1.K], une occurrence dans 1, dans l'intervalle de positions [hg..jq] et dans Uintervalle de
valeurs [cq..bq| (resp. [aq..cqg —1]).

Alors m = w1 @ my (resp. m = w1 © ma) est un motif séparable commun entre les permutations
T1,...,TK qui posséde, pour tout q € [1..K], une occurrence dans 1, dans l'intervalle de positions
lig--Jq) €t dans Uintervalle de valeurs [ag..by].

Démonstration. On démontre le lemme 5.2 pour m = m @ 7o (le cas m = 71 © 79 étant similaire).

On fixe un entier ¢ € [1..K]. Par hypothese, il existe des occurrences de m; et de mp dans 7,
l'occurrence de 7y utilisant I'intervalle de positions [i4..hq — 1] et U'intervalle de valeurs [aq..cq — 1],
et l'occurrence de my utilisant l'intervalle de positions [hy..j4] et l'intervalle de valeurs [c,..b,).
On s’apergoit alors sans difficulté (voir figure 5.1) que tous les éléments utilisés dans une de ces
occurrences de 7y et w2 forment une occurrence du motif 7 = 71 @ w2 dans 7, qui utilise 'intervalle
de positions [i4..jq] et U'intervalle de valeurs [aq..b,]. Cet argument étant valable pour chaque valeur

de ¢ € [1..K], on en déduit que 7 est un motif séparable commun entre les permutations 71, ..., Tx
qui possede, pour tout ¢ € [1..K], une occurrence dans 7, dans I'intervalle de positions [i4..j4] et
dans l'intervalle de valeurs [ag..b]. O
valeurs € [ay..c; — 1] valeurs € [c1..b1]
! hi —1'hy Ji.
n= | ® &\Q /‘/ o o o o o
™= T
2 hz—l'hz // J2 ..
= [ o o/ °® o
valeurs € [az .cg — 1] valeurs € [ca..bo]

F1G. 5.1 — Fusion et séparation de motifs séparables qui possedent des occurrences dans K = 2
permutations, dans des intervalles de positions et de valeurs prescrits.

Lemme 5.3. Soit m un motif séparable commun entre les permutations 71, ...,Tk, de taille maz-
imale parmi ceux qui possédent, pour tout q € [1..K], une occurrence dans 1, dans lintervalle de
positions [iq..Jq] et dans Uintervalle de valeurs [aq..bg).

Sim=m @y (resp. m = O™ ), ot w et wy sont des motifs séparables non vides, alors il existe
des positions (hg)geni. k) et des valeurs (cq)qeq. k], avec iq < hq < jg, ag < ¢q < by, ¥q € [1.K],
telles que :
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1. m est un motif séparable commun entre les permutations 71, ..., Tk, de taille mazximale parms
ceux qui possédent, pour tout q € [1..K|, une occurrence dans 14 dans l'intervalle de positions
[ig--hq — 1] et dans Uintervalle de valeurs [aq..cq — 1] (resp. [cq..bg)), €t

2. o est un motif séparable commun entre les permutations 1, ..., Tk, de taille mazximale parmi
ceux qui possédent, pour tout q € [1..K], une occurrence dans 1, dans l'intervalle de positions
[hq..7q) €t dans Uintervalle de valeurs [cq..by] (resp. [aq..cq —1]).

Démonstration. Comme pour le lemme 5.2, on considere seulement le cas m = w1 @ my, mais la
preuve est similaire si m = w1 © ma.

On fixe un entier g € [1..K]. Par hypothése, 7 = m; @2 a un occurrence dans 7, dans I'intervalle
de positions [ig..j] et U'intervalle de valeurs [a4..by]. Par définition de la concaténation positive,
cette occurrence se partage en deux occurrences de 7y et my respectivement (voir figure 5.1). Plus
précisément, il existe des entiers hy € [ig + 1..j4] et ¢q € [ag + 1..by] tels que m; (resp. m2) a une
occurrence dans 7, dans U'intervalle de positions [i4..hq — 1] (resp. [hy..Jq]) et U'intervalle de valeurs
[ag..cq — 1] (resp. [cq..bq]). Cet argument s’appliquant pour chaque entier ¢ € [1..K], il apparait
clairement que 71 (resp. m2) est un motif séparable commun entre les permutations 71, ..., Tk, qui
possede, pour tout ¢ € [1..K], une occurrence dans 7, dans l'intervalle de positions [i4..hq — 1] (resp.
[hg.-Jq]) et dans I'intervalle de valeurs [aq..c; — 1] (resp. [cq..bq]). Il reste & démontrer que m; et o
sont de taille maximale parmi les motifs satisfaisant cette propriété.

Pour ce faire, on raisonne par I’absurde. On suppose donc que 71 n’est pas de taille maximale
parmi les motifs séparables communs a 71, ..., 7k, qui possedent, pour tout g € [1..K], une occur-
rence dans 7, dans l'intervalle de positions [i4..hq — 1] et dans l'intervalle de valeurs [aq..cq — 1].
Dans ce cas, il existe un motif Wll‘mg , qui est un motif séparable commun entre les permutations
T1,...,TK, qui possede, pour tout ¢ € [1..K], une occurrence dans 7, dans 'intervalle de positions
[ig..hg — 1] et dans Dintervalle de valeurs [a,..cq, — 1], et tel que |72 > |m1|. Le lemme 5.2 assure
qu’alors wiong @ o est un motif séparable commun entre les permutations 71,..., Tk, qui possede,
pour tout g € [1..K], une occurrence dans 7, dans I'intervalle de positions [i4..j,] et dans I'intervalle
de valeurs [aq..by]. Et comme \ﬂ'lfmg @ ma| > |m1 B m2| = |7, ceci contredit que 7 est de taille maxi-
male. Ainsi, on conclut que m; est un motif séparable commun entre les permutations 7, ..., Tx,
de taille maximale parmi ceux qui possedent, pour tout ¢ € [1..K], une occurrence dans 7, dans
I'intervalle de positions [i4..hy — 1] et dans I'intervalle de valeurs [aq..c, — 1]. De la méme fagon,
on démontre que 7o est un motif séparable commun entre les permutations 7,..., 7k, de taille
maximale parmi ceux qui possedent, pour tout ¢ € [1..K], une occurrence dans 7, dans I'intervalle
de positions [hy..j,] et dans I'intervalle de valeurs [c,..by], ce qui acheve la preuve du lemme 5.3. [J

5.1.2 Correction et analyse de complexité

On dispose a présent des outils nécessaires pour démontrer la correction de 1’algorithme 5.1 et
analyser sa complexité.

Proposition 5.4. L’algorithme 5.1 est correct : il calcule un plus grand motif séparable commun
aur K permutations en entrée.

Démonstration. On s’intéresse au tableau M calculé par I’algorithme 5.1. On montre par récurrence
sur Zq(jq—iq)+(bq—aq) que la case M (i1, j1,a1,b1,...,iK,JK, 0K, bk ) contient un motif séparable
commun 7 entre les permutations 7y, ..., 7Tk, de taille maximale parmi ceux qui possedent, pour
tout ¢ € [1..K], une occurrence dans 7, dans l'intervalle de positions [i,..j,] et dans l'intervalle de
valeurs [agq..bq].

Avant cela, on remarque que dans le cas ou il existe ¢ € [1..K] tel que iq > j, ou ag > by, alors
la case M (i1, j1,a1,b1,...,iK,jK,GK,bk) contient € et on a [ig..j,] = 0 ou [a4..by] = 0 pour cette
valeur de ¢ € [1..K]. La propriété annoncée est donc clairement vraie dans ce cas, et on supposera
dans la suite que i, < j, et a; < by pour tout ¢ € [1..K].
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Chapitre 5. Recherche de plus grand motif commun a un ensemble de permutations

Si >, (Jg — iq) + (bg — ag) = 0, alors ig = j, et ag = by pour tout ¢ € [1..K]. Par conséquent,
le motif que I'on voudrait voir figurer dans la case M (i1, j1,a1,b1,...,iK,jK,0K,bK) est un motif
séparable commun entre les permutations 7y, ..., Tk, de taille maximale parmi ceux qui utilisent,
pour tout ¢ € [1..K], seulement la position i, = j, et la valeur a; = b, dans 7,. Un tel motif vaut
soit € soit 1, et il vaut 1 si et seulement si Vg € [1..K],74(iq) = a4 c’est-a-dire si et seulement si
Vq € [1..K],3hy € [iq..Jq) tel que 14(hy) € [aq..bg]. On vérifie aux lignes 8 a 12 de I'algorithme 5.1
que dans ce cas, le motif calculé dans la case M (i1, j1,a1,b1,...,iK,JK, 0K, bx) est conforme & ce
qui a été annoncé.

Si >2,(Jg — i) + (bg — ag) > 0, on considere deux sous-cas :

Si d¢ € [1..K] tel que i, = j, ou a; = by, on note m un motif séparable commun entre les
permutations 71, ..., 7Tk, de taille maximale parmi ceux qui posseédent, pour tout ¢ € [1..K], une
occurrence dans 7, dans l'intervalle de positions [i,..j,] et dans I'intervalle de valeurs [a4..b,]. Alors,
comme précédemment, 7 est soit 1 soit €, puisque dans au moins une des permutations, disons 7,
I'occurrence de 7 peut utiliser au plus une position (si iy = j;) ou au plus une valeur (si a; = by). La
encore, les lignes 8 & 12 de I'algorithme 5.1 assurent que M (i1, j1,a1,b1,.-.,iK, jK, K, bg) contient
soit 1 soit €. Plus précisément, par la condition de la ligne 9, cette case contient 1 si et seulement
si 1 a, pour tout ¢ € [1..K], une occurrence dans 7, dans Iintervalle de positions [i,..j,] et dans
I'intervalle de valeurs [agq..bg).

Il reste a traiter le cas récursif de la récurrence, lorsque Vg € [1..K],i; < j, et aq < by. Dans
ce cas, on considere un motif séparable 7 de taille maximale parmi ceux qui apparaissent, pour
tout ¢ € [1..K], dans 7, dans l'intervalle de positions [i,..j,] et dans I'intervalle de valeurs [a,..b,].
Comme 7 est séparable, on a soit m = €, soit m = 1, soit m = w1 @ 7o, Soit m = 7 © W, w1 et Mo
étant des motifs séparables plus petits que 7, mais non vides. On considére alors un motif, noté
Talgo, de taille maximale dans ’ensemble Sg U Sg U S défini par :

Se = {M(i1,hh —1,a1,c1 — 1,...Jig,hxg — lax,cx — 1) ® M(hq, ji1, c1, by,
s hKL TR CRGbK) tig < hg < Jgiaq < cq < by, Vg € [1.K]}
Ses = {M(i1,h1 — 1,c1,b1,...,ig, hg — 1, cx,br) © M (h1, j1,a1,c1 — 1,
oo hik k0K, cx — 1) tig < hq < Jgrag < cg < bq,Vq S [1K]}
S = {1} siVq e [1..K],3hy € [ig..j4] tel que 14(hg) € [aq..bg,
= {€} sinon.

Par hypothese de récurrence, chaque case de M qui apparait dans la définition d’un des deux
ensembles Sg et So est un motif séparable de taille maximale parmi ceux qui possedent, pour
chaque ¢ € [1..K], une occurrence dans 7, qui n’utilise que des positions et des valeurs dans les
intervalles imposés. Par sa définition, on voit aussi que I’ensemble S contient 1 si et seulement si
1 a, pour chaque g € [1..K], une occurrence dans 7, dans I'intervalle de positions [i,..j] et dans
I'intervalle de valeurs [aq..by]. Avec ces deux remarques et le lemme 5.2, on déduit immédiatement
que Tqago est un motif séparable qui possede, pour tout ¢ € [1..K], une occurrence dans 7, dans
I'intervalle de positions [i4..74] et dans I'intervalle de valeurs [a,..by]. Il suffit donc de démontrer que
|Taigo| = |m|. Ceci étant clair lorsque m = € ou 1, on suppose que ™ = 7 @ 72, le cas T = 7 © ™o
pouvant évidemment étre traité de la méme facon.

Comme 7 = 7 @ m a une occurrence dans chaque 7, dans l'intervalle de positions [ig..j,] et
Iintervalle de valeurs [ag..by], le lemme 5.3 assure qu’il existe des positions (hq).e(1..x] et des valeurs
(Cq)qe[l..K]’ vérifiant iy < hq < jg,aq < ¢q < by, Vg € [1..K], et telles que 71 a une occurrence dans
chaque 7, dans I'intervalle de positions [i4..h;—1] et dans 'intervalle de valeurs [aq..c,—1], et 72 a une
occurrence dans chaque 7, dans I'intervalle de positions [hy..j,] et dans I'intervalle de valeurs [c,..b,].
Par le méme lemme 5.3, on sait aussi que my et 5 sont des motifs de taille maximale parmi les motifs
séparables qui apparaissent, pour tout ¢ € [1..K], dans 7, dans les intervalles requis de positions et
de valeurs. Par hypothése de récurrence, on a donc |M (i1, h1 —1,a1,¢1 —1,... ig, hxg —1,ax, cx —
)| = |mi| et |M(h1,j1,c1,b1,...,hK,jK,CcK,bk)| = |m2|. On en déduit que |7| = |m & m| =
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‘M(il,hl — 1,(11,61 — 1, .. .,iK, hK— 1,CLK,CK— 1)| + ‘M(hl,jl,cl,bl, ey hK,jK,CK,bK)‘
L’inégalité |7r| > |mq1q0| étant évidente puisque 7 est de taille maximale, on conclut que ||
achevant la preuve dans le cas ou ™ = 71 P 7.

Dans le cas m = 1 © g, la démonstration se déroule de la méme maniere, a la différence pres
que m; a une occurrence dans chaque 7, dans lintervalle de positions [i4..hy — 1] et Uintervalle
de valeurs [c,..b;] et m2 a une occurrence dans chaque 7, dans U'intervalle de positions [hy..j,] €t
I'intervalle de valeurs [aq..cq — 1]. O

< |7Talgo|‘
= |

Talgo | ,

6K+1) 4K+1)_

Proposition 5.5. L’algorithme 5.1 fonctionne en temps O(n et en espace O(n

Démonstration. L’algorithme 5.1 utilise un tableau de programmation dynamique M de taille
O(n*), ot chaque case contient un motif de taille au plus n, de telle sorte que la complexité
en espace est O(n* +1). Pour remplir une case M (iy,j1,a1,b1,...,ix, jK, K, bx), si 3¢ € [1..K]
tel que iy, = j, ou a, = b, (lignes 9 & 13 de l'algorithme 5.1), la complexité temporelle est O(n’).
S’il n’existe pas de tel entier ¢ (ligne 15 de I'algorithme 5.1), le temps nécessaire a remplir la case
M iy, j1,a1,b1,...,iK,jK,aK,bx), en utilisant les cases de M calculées avant, est O(n?5+1). En
effet, on recherche un élément de taille maximale parmi O(n?%) éléments, chacun d’eux étant cal-
culé en temps O(n) par concaténation de deux valeurs déja stockées dans le tableau M. Ainsi, la
complexité en temps obtenue pour remplir M completement est (’)(n6K 1. ]

On déduit des propositions 5.4 et 5.5 que :

Théoréme 5.6. Pour toute valeur fixée d’un paramétre K, le probléme de recherche d’un plus
grand motif séparable commun a K permutations est dans P.

On peut remarquer que dans le cas ou le nombre de permutations en entrée est fini, mais
sans étre connu a ’avance, on peut encore appliquer I’algorithme 5.1, mais sa complexité n’est plus
polynomiale. On montre en fait dans le paragraphe 5.2 que le probléme de recherche d’un plus grand
motif séparable commun a un ensemble de permutations de cardinal arbitraire est N P-difficile.

On peut aussi se demander si un plus grand motif séparable commun a deux permutations
71 et 79 (calculé en temps polynomial par l'algorithme 5.1) est une bonne approximation d’un
plus grand motif commun entre 71 et 79, sans contrainte de séparabilité (qui est N P-difficile a
calculer). Le paragraphe 5.3 donne une réponse négative a cette question, comme cas particulier
du corollaire 5.13.

5.2 Complexité de la recherche de plus grand motif séparable com-
mun a un ensemble de permutations

On revient a I’étude du probleme 5.1 pour la classe C = Sep, mais sans borne a priori sur le
cardinal de ’ensemble de permutations X en entrée du probleme. On va voir que ce probleme est
N P-difficile. On montre en fait que le probleme de décision associé est N P-difficile.

Probleme 5.7 (Décision de 'existence d’un motif commun séparable de taille donnée).
DONNEES : Un ensemble fini X de permutations et un entier k.

SORTIE : Un booléen qui indique s’il existe une permutation séparable o de taille k£ qui est motif
de chaque permutation de X.

En fait, on démontre que le probleme 5.7 est N P-complet dans le cas restreint ou X est un
ensemble de permutations séparables. Cela impliquera que les problemes 5.7, et donc 5.1, sont
N P-difficiles.

Théoréme 5.8. Le probleme 5.7, dont les entrées sont restreintes aux ensembles X ne contenant
que des permutations séparables, est N P-complet.
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Démonstration. La preuve est par réduction du probléme du stable (voir définition page 34) dans
un graphe.

Probléeme 5.9 (Décision de 'existence d’un stable de taille donnée).
DONNEES : Un graphe G = (V, E) et un entier k.
SORTIE : Un booléen qui indique s’il existe un stable de taille k dans le graphe G.

Le probleme 5.9 est bien connu pour étre N P-complet [GJ79].

On considere un graphe G = (V, E) instance du probleme 5.9. On note V = {1,2,...,n}. On
construit alors un ensemble X de n + 1 permutations séparables 19, 1, ..., T, qui sera instance du
probleme 5.7.

Dans toute la preuve, par souci de concision, on notera pour tout p, Z, = 12. .. p la permutation
identité de taille p, et D, = p...21 son miroir.

On définit 790 = Dy[a0,1, - - -, Qon) O ag; = L4 pour tout ¢ € [1..n]. On pose aussi , pour tout

€ [1.n], 7 = 12[y;, 6;] avec v; = Dyployi, ..., i) €t 8 = Dy[Bi1, ..., Pin ol les g et (B;; sont
définis par :

7, R T (i) E
L A LR
Iy sii=j T, si (i, ) € E.

Les permutations 7; ainsi construites sont séparables, et la figure 5.2 représente la forme de

%‘\ o AN
AV AAY LGN AV AV AN

Arbre de decomposmon de Arbre de décomposition de 7; pour i € [1..n]

F1G. 5.2 — Les arbres de décomposition des permutations 7; dans la réduction du probleme du stable
au probleme de recherche de motif séparable commun.

On vérifie facilement que cette construction demande un temps polynomial, puisque chaque
permutation 7; est de taille au plus 2n(n 4+ 1) et demande un temps de construction linéaire en
sa taille. On démontre ensuite que G contient un stable S de taille £k si et seulement s’il existe un
motif o de taille n? + k qui a une occurrence dans chacune des permutations 7g, 71, . .., 7,. Comme
les permutations 7; sont séparables, ce motif o est nécessairement lui-aussi séparable et ainsi donne
bien une réponse au probleme 5.7 sur U'entrée X = {79, 71,...,7}.

Exemple 5.10. On illustre la réduction proposée sur 'exemple du graphe G a n = 4 som-
mets représenté en figure 5.3. Le graphe G contient deux stables de taille 2 : les ensembles de
sommets {1,4} (entourés en rouge pointillé) et {2,4} (entourés en trait plein bleu). L’ensemble
X ={70,71,...,7a} construit dans la réduction est défini par

T = 4321[15315715715]
= 1617181920111213141567891012345, et
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Fic. 5.3 — Le graphe G utilisé comme exemple a la réduction du probléeme du stable a celui de
recherche de motif séparable commun.

T = 12[’}/1,51] avec Y1 = 4321[24,1—5,15,25
8 = 4321[T5, Ty, Ty, T5),
To = 12[’72, 52] avec Y2 = 4321 1-5,1—4,15,1-5]
09 = 4321[1-4,1-5,.'[4,1-5],
T3 = 12[3,03] avec 3 = 4321[Z5,75,Z4,7T5]
83 = 4321[Z4, T4, Ts, T4],
Ty = 12[y4,04] avec 4 = 4321[Z5,75,Z5,74]
84 = 4321[T5, T5, T4, Ts).

Chacune des permutations 7;, pour i € [1..4], est de taille inférieure ou égale a 2n(n + 1) = 40.

A un stable de G de taille 2 correspond un motif de taille n? 4+ 2 = 18, qui posseéde une occurrence
dans chacune des permutations 7; pour i € [0..4]. Par exemple, pour le stable {1,4}, le motif dont
il est question est o = 4321[Z5,7Z4,Z4,7Z5], qui possede une occurrence dans 79, et dans d1, 72,73 et
4. Pour le stable {2,4}, on aurait o = 4321[Z4, Z5,Z4, Z5], qui est motif de 79,71, 02,73 et 4.

Sur I’exemple proposé, on constate la correspondance entre stable de G et motif commun aux
permutations 7g, 71, - . . , Tp. On démontre maintenant dans le cas général qu’il y a équivalence entre
I’existence d’un stable de taille k dans G et celle d’un motif commun aux permutations 7o, 71, ...,
de taille n? + k.

On suppose donc que G contient un stable S de taille k. On définit alors le motif ¢ =
Dulp1s---,pn) ol les p; sont définis par :

[Ty siies
PiT\1,  sii¢s.

Le motif o est évidemment de taille n? + k, et on démontre qu’il est motif de chacune des
permutations (7;)o<i<n. On voit immédiatement que o < 9. Pour chaque i € S, les voisins j de ¢
n’appartiennent pas a S, et donc o a une occurrence dans ¢;. Pour les i € [1..n] qui n’appartiennent
pas & S, o < ~; (puisque tous les a;; valent 7,1, sauf «;; qui vaut Z,). Dans les deux cas, 0 < 7,
ce qui démontre la premiere partie de ’équivalence.

On suppose maintenant qu’il existe un motif o de taille n? 4k qui a une occurrence dans chacune
des permutations 79, 11, ..., 7,. On démontre alors les propriétés suivantes :

(i) o est de la forme D, |[p1, ..., pn] pour des permutations p; € {Zy:1 <d <n+ 1}.
(74) En outre, pour chaque i € [1..n], o posséde une occurrence dans 7; ou dans d;.

Démonstration. Comme o a une occurrence dans 7y, o est forcément soit une permutation identité,
soit un miroir d’une identité, soit la dilatation par des Z; d’un miroir d’une identité. Comme
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|o| = n? + k, les premiers cas sont exclus, et dans le troisieme cas, il y a forcément n permutations
identités, ou o serait de taille au plus (n 4 1)(n — 1) = n?2 — 1 < n? + k. Ceci prouve le point (3).
On prouve le point (i7) par ’absurde. On suppose donc disposer d’une occurrence de o dans 7;
qui utilise un élément a dans ; et un élément b dans §;. Alors par définition de 7;, a < b et les deux
éléments a, et b, correspondant a a et b dans ¢ sont en ordre croissant. Ils appartiennent donc a
un méme bloc croissant dans o, disons p;. Et pour tout élément = de v; (resp. d;), x et b (resp. a
et ) sont aussi en ordre croissant, et donc 'occurrence de o dans 7; est une permutation identité.
Ceci contredit le point (i), et termine la preuve. O

On définit Pensemble S C V par S = {i : p; = Z,,+1}. Les p; pour i ¢ S sont donc de taille au
plus n, et comme o est de taille n? + k, il est nécessaire que S contienne au moins k éléments. On
démontre que S un stable dans G (dont on peut donc extraire un stable de taille k). Pour ce faire,
on considere i € S, et 'occurrence de o dans 7;. Par le point (ii), o a en fait une occurrence soit
dans ~; soit dans ;. Comme i € S, p; = Z,,4+1, et donc 'occurrence de o dans 7; est dans 0; (elle
ne peut pas étre dans ; puisque o, ; = Z,,). Par définition, pour les sommets j de S, p; = Z,, 41, et
il est donc nécessaire que 3; ; = Z,,11. Cela se produit exactement pour les sommets j qui ne sont
pas voisins de 4, et ainsi on déduit que i ne possede aucun voisin dans S. Cet argument pouvant
étre appliqué a tous les sommets de S, on conclut que S est un stable, achevant ainsi la preuve du
théoreme 5.8. O

5.3 Approximation par motif commun restreint a une classe

On a vu que le probleme 4.1 de recherche de plus grand motif commun a deux permutations
est IV P-difficile. Mais les résultats du paragraphe 5.1 assurent que ce probleme restreint aux motifs
communs qui sont séparables est polynomial. Une question naturelle est alors de savoir si un plus
grand motif séparable commun & deux permutations (calculable en temps polynomial) est une
bonne approximation de leur plus grand motif commun. Plus généralement, on peut se poser cette
question lorsque le motif commun cherché est contraint d’appartenir a une classe de permutations
C quelconque (voir le probleme 5.1).

On démontre ici que cette approximation d’un plus grand motif commun par un motif ap-
partenant a une classe est assez mauvaise, pour toute classe C (corollaire 5.13). Ce résultat est
obtenu en étudiant la taille du plus grand motif appartenant a C qui possede une occurrence dans
une permutation arbitraire (théoréeme 5.12). Pour cela, il nous faut d’abord analyser le nombre de
permutations d’une taille fixée qui contiennent une occurrence d’un motif donné :

Lemme 5.11. Pour toute permutation o € S, le nombre de permutations T € S, telles que o est
un motif de T est au plus (n — k)'(2)2

Démonstration. Soient ¢ = o109...0 et T = Ti7o...T, deux permutations telles que o est un
motif de 7. Il existe des positions i; < iy < ... < iy telles que 73,7, ... T;, est une sous-séquence
de 7 isomorphe en ordre a o. Alors 7 se décompose en T = uiT; U2Ty, . . . U T, Uk41 OU U; est une
fenétre d’éléments consécutifs dans 7.

A I'inverse, supposons que soient données une permutation o € Sy, et des séquences u1, us, .. .,
ugt+1 de k + 1 fenétres, formées d’entiers tous distincts de {1...n}, et dont les tailles somment
an— k. On définit £ = {ni,na,...ni} Pensemble des k entiers de {1...n} qui n’apparaissent
dans aucun des u;. On note enfin j le j-éme plus petit élément de E. Alors la permutation 7 =
U1O1U203 . . . Opug11 est une permutation de §,, dont o est motif. Par exemple, si 0 = 2143, n =9,
up =31, ug = &, u3 =8, ug =65 et us = F, on a £ ={2,4,7,9} et 7 = 314289657.

On peut remarquer que plusieurs suites de u; peuvent aboutir & la méme permutation 7 si o
possede plusieurs occurrences dans 7, comme illustré par la figure 5.4.

Cependant, cela permet de majorer le nombre de permutations 7 qui contiennent le motif o
par le nombre de suites de fenétres u; possibles. Il y a (nﬁk) choix pour les valeurs des éléments
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(17®7®7567 ®)
o = 2431 et (u1,ug, u3, us) = < (1,0,4,6,0) — 7 = 1374562
(1,0,45,0,0)

FiG. 5.4 — Plusieurs décompositions de 7 en u17;, ua7;, . . . U7, Uk+1, lorsque o a plusieurs occur-
rences T;, ... T;, dans T.

apparaissant dans I'un des u;, et (n — k)! fagon d’ordonner ces valeurs, par un mot w de taille n — k
utilisant exactement une fois chaque valeur choisie. La derniere étape est de couper le mot w en
k+ 1 fenétres uy, ug, ... ugt1, éventuellement vides. Il y a (Z) = (nﬁ k) tels découpages de w, ce qui
prouve le lemme 5.11. O

Avec ce lemme, on démontre facilement qu’il peut exister un écart quadratique entre la taille
d’une permutation et la taille du plus grand motif appartenant a une classe C qu’elle contient :

Théoréme 5.12. Pour tout € > 0 et toute classe de permutations C, il existe une suite (Tp)nen de

permutations T, € S, telles que
|Un| —0 (n0.5+e)

ou o, est un plus grand motif appartenant a la classe C qui posséde une occurrence dans T.

Démonstration. On démontre ce théoreme par I’absurde. On démontre d’abord que si le résultat
annoncé était faux, toute permutation de taille n contiendrait un motif de C de taille exactement
k = [n®%>+€]. Ensuite, on montre que le nombre de permutations de taille n contenant un motif de
C () Sk est strictement inférieur a n!.

On suppose donc qu'’il existe € > 0 et une classe de permutations C tels que pour toute permu-
tation 7 € S, le plus grand motif o € C dans 7 est de taille |o| > [|7]°°"¢] = k. Comme C est par
définition fermée pour la relation < de motif, pour toute permutation 7 € S,, il existe un motif
o € C dans 7 dont la taille est exactement |o| = k.

Mais, d’apres le théoréeme de Marcus et Tardos (théoreme 1.33 page 21), il existe une constante
¢ telle que le nombre de permutations dans C () Sy est au plus ¢*. Par le lemme 5.11, pour toute
permutation de C [ Sk, le nombre de permutations de S,, qui contiennent cette permutation en tant

que motif est au plus (n — k:)'(Z)2 . Ainsi, le nombre de permutations de §,, ayant un motif dans
C( Sk est au plus c*(n — k)‘(Z)2 Mais pour k = [n%%+€], ¢¥(n — k:)'(;")2 =0 (n”1726> = o(n!).
On peut remarquer qu’une preuve similaire est utilisée dans [EELWO07] pour trouver la plus petite
permutation contenant tous les motifs d’une taille donnée.

On peut aussi noter qu’ici, on a choisi k = [n%57€] par commodité, mais que les mémes
arguments et résultats sont valables pour k = C - [n%*+€], quelle que soit la constante C. ]

On peut maintenant conclure quant a la qualité de 'approximation d’un plus grand motif
commun par un motif appartenant & une classe C :

Corollaire 5.13. Le probléme 4.1 de recherche de plus grand motif commun ne peut pas étre résolu
de maniére approchée avec une meilleure approximation que /Opt par le probléme 5.1 de recherche
de plus grand motif commun appartenant a une classe C, en notant Opt la taille d’une solution
optimale au probléme 4.1.

Démonstration. On considere le probleme de recherche de plus grand motif commun aux deux
permutations o et o, identiques. Alors le plus grand motif commun entre elles est o. Mais leur plus
grand motif commun appartenant a C est un plus grand motif de C apparaissant comme motif dans
o. D’apres le théoreme 5.12, il est possible qu'un tel motif soit de taille \/m asymptotiquement. [J
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Troisieme partie

Analyse combinatoire de modeles
pour I’évolution des génomes

« Ma racine est au fond des bois. »

Emile Gallé
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Introduction aux problemes de
distance dans les modeles pour
I’évolution des génomes

Cette partie de ma thése est consacrée a I’étude de deux modeles pour I’évolution des génomes,
d’un point de vue essentiellement combinatoire, mais aussi algorithmique. Les deux modeles en-
visagés seront celui de la duplication en tandem avec perte aléatoire, et celui du tri parfait par
renversements. Un chapitre est consacré a chacun d’eux, et on présente ici les aspects qui leur sont
communs dans la modélisation des phénomenes biologiques.

L’objet de cette introduction n’est pas de décrire précisément les aspects biologiques de ’évo-
lution des génomes, mais d’en donner les principales caractéristiques prises en compte dans les
modeles étudiés.

Les phénomenes biologiques mis en jeu dans le processus d’évolution des génomes sont nombreux
et complexes, et peuvent étre envisagés a différentes échelles. Il peut se produire des mutations &
I’échelle des nucléotides, ou des mutations plus globales, qui affectent I'ordre des genes dans le
génome [BP02].

Dans I’étude des processus d’évolution au niveau des nucléotides, les objets biologiques con-
sidérés sont les séquences d’ADN ou d’ARN, et les mutations sont typiquement l’insertion, la
suppression et la substitution d’un nucléotide. Ces objets ont d’abord été modélisés par des mots
sur un alphabet & quatre lettres, puis les modeles ont été enrichis pour prendre en compte d’autres
parametres biologiques importants (structures secondaires d’ARN par exemple). On pourra con-
sulter [Den] pour une présentation synthétique de ces modeles.

Le niveau de détail que 'on envisage ici est plus large : on s’intéresse aux génomes en tant
que successions de genes, dans un ordre donné. A cette “large” échelle, les mutations affectent
l'ordre des genes dans le génome. Méme en se restreignant a l'analyse de ces mutations plus
globales, de nombreux processus sont mis en jeu : on peut citer les inversions [BMS05, Lab04],
les transpositions [CL04, Lab05, Lab06], les duplications [CCMR06, BCM*, BV], les renverse-
ments [DST07, FV04], .... Devant la complexité de la réalité, le plus souvent, les modeles pour
I’évolution des génomes se concentrent sur un seul type de mutation possible, méme si quelques
travaux font exception a cette regle [EMS03, par exemple]. Les objets utilisés pour la modélisation
et pour analyse formelle des problemes posés dans ce contexte sont les permutations (signées ou
non).

Une permutation de [1..n] représente un génome de n geénes. Chaque geéne regoit un numéro
unique, entre 1 et n. Un entier dans la permutation représente donc un gene, et la permuta-
tion représente l'ordre d’apparition des genes dans le génome. On pourra toujours supposer qu’un
génome donné correspond a la permutation identité 12...n, modulo ré-étiquetage. Les mutations
possibles prises en compte dans le modeéle d’évolution correspondent alors & des régles de transfor-
mation qui modifient I’ordre des éléments les uns par rapport aux autres dans la permutation. Les
permutations qu’on peut obtenir par application de ces regles sont le résultat de “mutations” de la
permutation de départ.
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On peut raffiner un peu cette modélisation en utilisant plutot des permutations signées. En
effet, dans les génomes, les génes ont un sens : des deux extrémités, 'une correspond au début du
gene et Pautre a la fin. Pour avoir une modélisation qui prend en compte ce parametre, on peut
affecter & chaque élément de la permutation un signe, indiquant le sens dans lequel le gene apparait
dans le génome.

Dans le cadre du modele de duplication en tandem avec perte aléatoire, la modélisation des
génomes passe par des permutations non signées. En revanche, on utilisera la modélisation par des
permutations signées pour I’étude du probléme du tri parfait par renversements.

La problématique principale dans I’étude des réarrangements de génomes est d’estimer la dis-
tance évolutive qui sépare deux especes. On se concentre pour cela sur les genes qui apparaissent
dans les génomes de ces deux especes, sous la forme de génes homologues c’est-a-dire ayant un
unique ancétre commun. Un gene de la premiere espece et son homologue dans la deuxieéme espece
sont représentés par le méme entier, et ces deux génomes correspondent donc a des permutations sur
le méme ensemble d’entiers (sur [1..n] par exemple). L’ordre entre les génes dans les deux génomes
considérés n’a aucune raison a priori d’étre le méme.

Dans un modele donné, un scénario est une suite de mutations autorisées par le modele, qui
modifient 'ordre des genes a partir du premier génome pour aboutir au second. Chaque scénario a un
cout qui dépend des mutations (ou étapes) qui le composent. La distance entre deux permutations
est alors le cott minimal d’un scénario conduisant de I'une a ’autre. Un tel scénario réalisant la
distance entre deux permutations sera appelé scénario optimal.

La maniére la plus simple de définir le cotit d’un scénario est de considérer que chaque étape est
de cotit unitaire. La distance entre deux génomes est alors le nombre de mutations nécessaires dans
le modele étudié pour passer de la permutation o; représentant le génome de la premiere espece a
la permutation oo qui est associée au génome de la deuxieme espece. On peut aussi envisager des
modeles ou les mutations peuvent avoir des couts différents, qui s’additionnent pour définir le cott
d’un scénario composé d’une succession d’étapes.

Comme expliqué plus haut, on pourra supposer sans perte de généralité qu’on a toujours o; =
12...n, et on procédera ainsi pour I’étude du modele de duplication en tandem avec perte aléatoire.
Pour le probléme du tri parfait par renversements, il est plus adapté de supposer qu’on a toujours
oo = 12...n, ce qui ne restreint pas non plus la généralité du propos, modulo un ré-étiquetage
adapté. Dans le premier cas, on dit qu’on calcule des scénarios d’évolution a partir de l’identité;
dans le second cas, on parle de scénario vers l'identité.

Le terme de “distance”, qui désigne le nombre de mutations nécessaires pour transformer o en
092, est en fait un abus de langage. En effet, cette distance est par définition orientée, et selon le
modele d’évolution de génome, la distance évolutive associée n’est pas toujours symétrique. Il est
vrai que dans la plupart des modeles étudiés dans la littérature, les opérations de transformation
des permutations sont réversibles (pour le méme cout). Mais certains modeles sortent de ce cadre,
et c’est en particulier le cas du modele de duplication en tandem avec perte aléatoire.

Dans le chapitre 6, on s’intéresse au modele de duplication en tandem avec perte aléatoire
[CCMRO06]. On décrit une caractérisation des permutations obtenues en au plus p étapes a partir
d’une permutation identité dans ce modele, en termes de motifs exclus. Dans le cas particulier du
modele de duplication complete avec perte aléatoire, on décrit completement la base de motifs exclus
qui caractérise la classe des permutations obtenues en au plus p étapes. On étudie aussi les motifs
exclus qui apparaissent dans cette base, pour en donner une caractérisation locale, et obtenir des
résultats d’énumération (méme s'ils restent partiels). Dans le modele général, on montre que la base
de la classe des permutations obtenues en au plus p étapes est finie, et on donne une borne sur la
taille des motifs qu’elle contient. On propose aussi un algorithme de calcul de scénario d’évolution
dans ce modele, et on compare le colit des scénarios ainsi calculés au cotit d’'un scénario optimal.
Les travaux présentés au chapitre 6 ont fait I’objet des deux articles [BR09] et [BP0S§].

Le chapitre 7 s’intéresse a un autre modele pour ’évolution des génomes : celui du tri par-
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fait par renversements [FV04]. On y analyse la complexité d’un algorithme de calcul de scénario
optimal décrit par S. Bérard, A. Bergeron, C. Chauve et C. Paul dans [BBCP07]. Il s’agit d’un
algorithme de complexité paramétrée, qui est exponentiel dans le pire des cas. On démontre qu’il
est en fait polynomial en moyenne. On analyse ensuite certains parametres des scénarios optimaux
calculés, pour le cadre restreint des permutations séparables (ou commutantes), particulierement
pertinent d’un point de vue biologique. On donne des estimations asymptotiques du nombre moyen
de renversements dans un scénario optimal, et de la taille moyenne d’un renversement dans un tel
scénario : les résultats de cette analyse sont cohérents avec les observations biologiques, ce qui vient
conforter la pertinence de ce modele. Une grande partie des résultats du chapitre 7 sont publiés
dans [BCMR/, dont une version étendue est en préparation.

111



Introduction aux problémes de distance dans les modéles pour I’évolution des génomes

112



Chapitre 6

Duplication en tandem avec perte

aléatoire
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Chapitre 6. Duplication en tandem avec perte aléatoire

6.1 Présentation du modele “duplication en tandem avec perte
aléatoire” et premiere analyse dans un cadre restreint

6.1.1 Définition du modele et quelques résultats antérieurs

Le modele de duplication en tandem avec perte aléatoire a été introduit par K. Chaudhuri,
K. Chen, R. Mihaescu et S. Rao dans [CCMRO06] en 2006. Dans ce modele, les seules opérations
a travers lesquelles les génomes peuvent évoluer sont les duplications et pertes de genes. Dans
la plupart des modeles pour ’évolution des génomes, les duplications et pertes de genes ne sont
pas prises en considération : d’autres opérations sur les génomes sont envisagées, et 'ajout des
duplications et pertes a ces modeles induit une complexité combinatoire souvent dissuasive. Il faut
remarquer quelques exceptions dans des travaux de N. El-Mabrouk et D. Sankoff [EMS03].

Ce modele (qu’on appellera modele de duplication-perte par souci de concision) a suscité beau-
coup d’intérét dans la communauté biologique, ou le phénomeéne de duplication-perte est considéré
comme le type de réarrangement prépondérant dans I’évolution des génomes mitochondriaux des
animaux. C’est en outre un modele riche, qui généralise le modele de duplication complete avec
perte aléatoire, étudié en soi par le passé et dont I'intérét est manifeste. Plus de détails sont donnés
dans [CCMRO6] et dans ses références.

Dans le modele de duplication-perte, les génomes sont représentés par des permutations (non
signées). Ces permutations évoluent a travers des étapes de duplication en tandem avec perte
aléatoire (ou étape de duplication-perte, ou méme étape lorsque le contexte n’est pas ambigu).
Chaque étape de duplication-perte est composée de deux opérations élémentaires indissociables :
(¢) la duplication en tandem d’un fragment continu du génome, c’est-a-dire que la copie du fragment
dupliqué est insérée dans le génome juste apres le fragment original, et (i7) la perte d'une des deux
copies de chaque géne dupliqué. Comme dans [CCMRO06], on suppose que cette perte se produit
immédiatement apres la duplication des genes, ce qui est une assez bonne approximation de la
réalité, a I’échelle de I’évolution. On appelle largeur d’une étape le nombre de genes dupliqués. Un
exemple est donné en figure 6.1.

un fragment de largeur 4

— ~N
1234567 ~ 12345634567

(duplication en tandem)

w 12345634567
(perte aléatoire)
~» 1245367

Fi1Gc. 6.1 — Exemple d’une étape de duplication en tandem avec perte aléatoire, de largeur 4.

Pour mesurer la “distance” entre deux permutations dans ce modele, on définit une notion de
cott associé a une étape. Dans [CCMRO6], les auteurs définissent le cotit d’une étape de largeur k
par o, otl a > 1 est un parametre. L’intuition qui conduit & cette fonction de cotit géométrique
est un modele ou tous les points de la permutation se trouvant apres le début de la zone de
duplication ont la méme probabilité (1 — é) d’étre la fin du fragment dupliqué. Le coit d’une
étape est alors inversement proportionnel & sa probabilité. Les auteurs de [CCMRO6] suggerent que
d’autres fonctions de cout naturelles pourraient étre étudiées, en particulier des fonctions affines
de la largeur. Ici, on envisage un modele avec une fonction de cout constante par morceaux, tres
simple : le colit d’une étape de largeur k est 1 si k < K et est infini si k > K. K est un parameétre

dont la valeur est dans NU{oo}. On supposera bien str que K > 2, ou le modele serait vide de sens.
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6.1. Présentation du modéle “duplication en tandem avec perte aléatoire”

On envisagera aussi (dans la section 6.4 seulement) la possibilité que K = K (n) soit une fonction
de la taille n de la permutation sur laquelle sont appliquées les opérations de duplication-perte.

Un cas particulier du modele de duplication en tandem avec perte aléatoire va nous intéresser :
il s’agit du modele de duplication complete avec perte aléatoire. Dans ce modele, la duplication ne
concerne pas un fragment arbitraire de la permutation, mais la permutation toute entiere a chaque
étape. De maniere équivalente, on peut le décrire comme étant le modele de duplication-perte avec
une fonction de cout constante égale a 1. En effet, une étape de duplication-perte portant sur un
fragment de la permutation peut toujours étre simulée par une étape portant sur la permutation
toute entiere, et dans ce cas, le couit est 1 dans les deux cas. On remarque que ce modele peut étre
vu comme un cas particulier du modele décrit dans [CCMRO6] (pour la valeur du parametre o = 1)
ou de notre modele (avec K = co ou K = K(n) = n). En un certain sens, ces deux modeles sont
des généralisations du modele de duplication compléte avec perte aléatoire.

Parallelement aux motivations biologiques qui ont conduit a étudier le modele de duplication-
perte, on peut remarquer que ce modele d’évolution de permutations entre aussi dans le cadre des
permuting machines défini dans [AAAT07]. Une telle machine prend en entrée une permutation, et
la transforme en une permutation de sortie, la transformation devant satisfaire deux propriétés :
d’abord l'indépendance par rapport aux valeurs, et ensuite le respect de la relation de motif. Les
détails sont donnés dans [AAAT07]. On vérifie facilement que la transformation de duplication-
perte satisfait ces deux propriétés. On peut donc voir une étape de duplication-perte (dans 1'un
des modeles définis plus haut) comme une exécution d’une permuting machine adaptée. Quand
on va considérer des permutations obtenues apres une séquence d’étapes de duplication-perte,
cela correspondra a des permutations obtenues en sortie d’'une combinaison en série de plusieurs
permuting machines identiques.

La problématique générale qui nous intéresse dans 1I’étude du modele de duplication-perte est
celle de l'estimation de la “distance” entre deux permutations. Ce modele a la particularité que les
opérations de duplication-perte ne sont pas réversibles a méme cofit : on passe par exemple de 1234
a 2413 en une étape, mais il en faudra au moins 2 pour revenir en arriere. Les “distances” que 'on
va considérer sont donc orientées : la distance d’une permutation o; & une permutation oy est le
colit minimal d’une séquence d’étapes (ou scénario) de duplication-perte permettant de transformer
o1 en o9. Le cout d’un scénario est défini par la somme des cotts des étapes de duplication-perte qui
le compose. On supposera toujours que o7 est l'identité 12...n, ce qui ne restreint pas la généralité
du propos, modulo réétiquetage.

1234567 ~»3471256 ~ 3415726

F1G. 6.2 — Un exemple de scénario de duplication-perte pour 0 = 3415726, en partant de I’identité
1234567. Ce scénario est composé de deux étapes. Dans le modele de duplication complete avec
perte aléatoire, il est de cotlit 2, ce qui est le colit minimal ici.

Dans le contexte de I’étude des classes de permutations, une premiére remarque a faire est que
la propriété d’'une permutation de pouvoir étre obtenue en au plus p étapes de duplication-perte
est une propriété stable pour la relation de motif < : si on peut obtenir o en au plus p étapes,
et si m < o, alors on peut aussi obtenir 7 en au plus p étapes. Pour s’en convaincre, il suffit de
voir qu’un scénario de duplication-perte pour o, s’il est restreint aux éléments de o formant une
occurrence de 7, donne un scénario de duplication-perte pour 7. Par définition (voir page 16), cela
signifie que ’ensemble des permutations que I’on peut obtenir en au plus p étapes forme une classe
de permutations, dont la base de motifs exclus est constituée des permutations minimales (au sens
de la relation <) qui ne peuvent pas étre obtenues en p étapes de duplication-perte.
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Chapitre 6. Duplication en tandem avec perte aléatoire

La remarque précédente peut aussi étre vue comme instance d’un résultat plus général démontré
dans [AAA107] : les permutations obtenues en sortie d’une combinaison en série de permuting
machines forment une classe de permutations.

Le probleme du calcul de distance a été complétement résolu dans [CCMRO6] pour le modele de
duplication complete avec perte aléatoire. Les auteurs ont décrit un algorithme qui, étant donnée
une permutation o, calcule un scénario de duplication-perte de I'identité a o. Ils ont aussi montré
que le nombre d’étapes du scénario calculé est minimal. On poursuivra cette étude en donnant une
caractérisation en termes de motifs exclus de la classe des permutations qui peuvent étre obtenues
avec un cout au plus p a partir de l'identité. Dans ce modele de duplication complete avec perte
aléatoire, on mene une étude combinatoire approfondie des motifs exclus qui définissent cette classe.

Dans le modele général de duplication-perte, on analysera aussi les permutations obtenues apres
un nombre p d’étapes. On introduit pour cela la notation suivante :

Définition 6.1. La classe C(K,p) décrit la classe de toutes les permutations obtenues & partir de
12...n (pour n’importe quelle valeur de n) apres p étapes de duplication-perte de largeur au plus
K, pour des valeurs fixées des parametres p et K.

On ne considere pas le cas K = K(n) dans ce contexte. Enfin, on rappelle que les étapes de
duplication-perte ne sont pas réversibles, et que C(K,p) n’est donc pas la classe des permutations
que l'on peut trier (c’est-a-dire transformer en 12...n) en p étapes de duplication-perte de largeur
au plus K.

Un premier travail consistera a caractériser les permutations de C(K, p) par une base de motifs
exclus. Pour le cas p = 1, on décrira completement la base de la classe C(K,1). En revanche,
pour le cas général, on obtient seulement une borne supérieure sur la taille des motifs exclus qui
caractérisent C(K,p). Cela permet en particulier de conclure que C(K,p) a une base finie.

Un autre point de vue, plus algorithmique, consiste a examiner combien d’étapes d’une largeur
donnée sont nécessaires dans un scénario de duplication-perte de 12...n a une permutation o de
taille n. Plus précisément, en fixant une taille n et une valeur du parametre K —constante ou
fonction de n—, on voudrait estimer le nombre p tel que toute permutation de taille n puisse étre
obtenue en au plus p étapes de duplication-perte de largeur au plus K, en partant de 12...n. On
obtient des bornes supérieures et inférieures, dans le pire des cas et en moyenne, sur le nombre
d’étapes d’un scénario de duplication-perte pour o € S,,. Nous verrons que ces bornes supérieures
et inférieures coincident dans la plupart des cas.

6.1.2 Analyse combinatoire du modele restreint de “duplication compléete avec
perte aléatoire”

Avant de s’intéresser aux classes C(K, 1) et C(K,p), on se concentre d’abord sur le modele plus
simple de duplication compléte avec perte aléatoire. Il correspond & K = oo dans notre modele,
mais il a déja été considéré dans [CCMRO6]. On ne démontre pas de nouveaux résultats dans cette
partie, mais on donne une interprétation combinatoire de résultats existants, avec le point de vue
des classes de permutations a motifs exclus.

Dans le modele de duplication complete avec perte aléatoire, chaque étape de duplication-perte
est de cout 1, quelle que soit sa largeur. Ainsi, sans perte de généralité, on peut supposer qu’a
chaque étape, c’est tout le génome qui est dupliqué. Le colit d’'une permutation o € §,, est donc
défini comme le nombre minimal d’étapes d’un scénario de duplication-perte qui transforme 12...n
en .

Les permutations de cott au plus p dans le modele de duplication complete avec perte aléatoire
ont été caractérisées de maniére implicite dans Uarticle [CCMRO6], par le théoreme 6.2 :

Théoreme 6.2. Soit o une permutation de taille n. Dans le modéle de duplication compléte avec
perte aléatoire, [logs(nombre de sous-séquences croissantes mazximales de o)| étapes de duplication-
perte sont nécessaires et suffisantes pour obtenir o a partir de 12...n.
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Une sous-séquence croissante de o est simplement une séquence d’éléments de o a des positions
consécutives (a la différence de la notion de motif) et dont les valeurs sont ordonnées en ordre
croissant. Une sous-séquence croissante est maximale si elle ne peut étre prolongée ni par la gauche
ni par la droite.

Exemple 6.3. Par exemple, 0 = 524316 a 4 sous-séquences croissantes maximales, qui sont 5,
24, 3 et 16.

On peut reformuler le théoreme 6.2 pour obtenir plutot le théoreme 6.8, qui utilise, a la place
des sous-séquences croissantes maximales, un parametre tres classique en combinatoire des permu-
tations : le nombre de descentes. On en rappelle la définition et quelques propriétés (voir [Bén04a,
Sta97] par exemple).

Définition 6.4. Soit ¢ une permutation de taille n. On dit qu'il y a une descente (resp. une
montée) a la position ¢ dans o, pour 1 <i <n—1,si g; > 041 (resp. 0; < ;41 ). On note desc(o)
(resp. asc(o)) le nombre de descentes (resp. de montées) d’une permutation o.

Les notations desc(o) et asc(o) font référence aux termes anglais descents et ascents.

Exemple 6.5. Par exemple, 0 = 524316 a 3 descentes, qui se trouvent aux positions 1, 3 et 4.

D’apres la définition 6.4, on voit immédiatement que pour tout o € S,,, desc(o)+asc(o) = n—1.
Une permutation o de taille n a au plus n — 1 descentes, le cas de n — 1 descentes correspondant
uniquement & la permutation miroir de I'identité n(n —1)...21.

La remarque suivante nous sera utile dans la section 6.4.2 :

Remarque 6.6. Le nombre moyen de descentes parmi les permutations de taille n est ”T_l

En effet, en considérant le miroir 0" d’une permutation o, on a asc(o) = desc(o”). Le résultat
annoncé est alors facilement obtenu par le calcul suivant :

2 % % Z desc(o) = % Z desc(o) + desc(o") = % Z (n—1)=n-—1.

" oeS, " oeS, " 0€ES,

Il est aussi immédiat de remarquer que :
Remarque 6.7. Le nombre de sous-séquences croissantes maximales de o est desc(o) + 1.

Plus précisément, les positions des descentes et n indiquent les positions des derniers éléments
de chacune des sous-séquences croissantes maximales de o.
Le théoreme 6.2 se reformule alors de la maniere suivante :

Théoreme 6.8. Soit o une permutation de taille n. Dans le modéle duplication compléte avec perte
aléatoire, [logy(desc(o)+1)]| étapes de duplication-perte sont nécessaires et suffisantes pour obtenir
o a partir de 12...n.

De maniere équivalente, on peut dire aussi que les permutations que 'on peut obtenir en au
plus p étapes dans le modele de duplication complete avec perte aléatoire sont exactement celles
dont le nombre de descentes est au plus 2P — 1.

Comme dans le modele général de duplication-perte, les permutations obtenues en au plus p
étapes dans le modele de duplication complete avec perte aléatoire forment une classe de permu-
tations. Connaissant un scénario en au plus p étapes pour une permutation o, un scénario pour
chaque motif 7 de o est directement hérité de celui de ¢ en ne tenant compte que des éléments
de o qui forment une occurrence de 7. Les motifs exclus qui constituent la base de la classe des
permutations obtenues en au plus p étapes dans ce modele sont les permutations minimales (au
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sens de la relation <) qui ne peuvent pas étre obtenues en p étapes de duplication complete avec
perte aléatoire. D’apres ce qui précede, ces motifs exclus sont donc les permutations minimales qui
ont (au moins) 2P descentes. Par minimalité, ces permutations ont en fait ezactement 2P descentes.

On étudie ces permutations ayant d = 2P descentes plus en détail dans la section 6.2. On
peut d’ores et déja remarquer (mais on y reviendra dans le corollaire 6.14) qu’une permutation & d
descentes et minimale pour ce critere est de taille au plus 2d : par minimalité, elle ne contient jamais
deux montées consécutives. Cela implique en particulier que les motifs exclus qui caractérisent la
classe des permutations que 1’on peut obtenir en au plus p étapes de duplication-perte forment une
base finie.

Ainsi, on peut énoncer le théoreme 6.9 :

Théoreme 6.9. Les permutations que l'on peut obtenir en au plus p étapes dans le modéle de
duplication compléte avec perte aléatoire forment une classe de permutations. Cette classe est ca-
ractérisée par une base finie de motifs exclus : les permutations ayant exactement d descentes et
qui sont minimales (au sens de la relation d’ordre <) pour ce critére.

Dans la section 6.2, on propose une étude combinatoire des motifs de cette base. On reviendra
ensuite dans les sections 6.3 et 6.4 a I’analyse du modele plus général de duplication en tandem
avec perte aléatoire.

6.2 Permutations minimales avec d descentes

On a vu dans la Section 6.1 que, dans le modeéle duplication complete avec perte aléatoire, les
permutations obtenues en au plus p étapes de duplication-perte sont celles ayant au plus 2P — 1
descentes. Elles forment une classe de permutations, dont la base de motifs exclus est constituée des
permutations minimales ayant 2P descentes. Plus généralement, on s’intéresse dans cette section a
I’étude de la classe des permutations ayant au plus d — 1 descentes, sans que d soit nécessairement
une puissance de 2. Comme dans le théoreme 6.9, cette classe peut étre décrite par sa base de
motifs exclus By défini comme suit :

Définition 6.10. L’ensemble B, est formé des permutations ayant d descentes et qui sont minimales
(au sens de la relation de motif) pour ce critere.

D’apres cette définition, les permutations de By ont au moins d descentes. Il est cependant aisé
de voir que, par minimalité, leur nombre de descentes est en réalité exactement d.

Notre travail porte essentiellement sur I’ensemble By en lui-méme, mais notre motivation est
I’étude de la classe S(By) des permutations ayant un nombre de descentes strictement inférieur a
d. Un premier résultat concernant cette classe apparait comme un cas particulier d’un théoreme de
M. D. Atkinson, M. Murphy et N. Ruskuc (théoreme 2.9 dans [AMRO02]) :

Corollaire 6.11. La classe des permutations qui ont au plus d — 1 descentes a une base finie.

Démonstration. Les permutations ayant au plus d — 1 descentes peuvent étre partitionnées en d
séquences croissantes, séparées les unes des autres soit par des montées, soit par des descentes.
Cette décomposition n’est pas nécessairement unique.

Dans [AMRO02], les auteurs notent W(ey,...,ex), avec pour tout i, e; € {+,—}, 'ensemble
des permutations qui admettent une décomposition (de gauche & droite) comme concaténation de
k séquences d’entiers, la i-eme séquence étant croissante ou décroissante selon que e; vaut + ou
— respectivement. Ces séquences peuvent étre indifféremment séparées par des montées ou des
descentes.

Avec ces notations, il est facile de voir que I'ensemble des permutations ayant au plus d — 1
descentes est W(f1,..., fq) avec f; = + pour tout i. Le théoréme 2.9 de [AMRO02] énongant que
tout Wi(ey,...,ex) a une base finie donne le résultat. O
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Pour le cas considéré, la base finie annoncée par le corollaire 6.11 est By. Le travail présenté ici
peut étre vu comme un raffinement du résultat de [AMRO02], dans le cas tres particulier W (+,...,+).

Les résultats présentés dans cette section sont le fruit d’une collaboration avec Elisa Per-
gola [BP0S].

On donne d’abord une caractérisation locale des permutations de B;. En effet, la définition des
permutations de By, comme étant les minimales (pour la relation de motif) avec d descentes, est
assez peu utilisable telle quelle. Dans la section 6.2.1, on prouve que les permutations de By sont
celles dont les montées satisfont une propriété simple et locale : il y a une montée dans o € S,, N By
a l'indice ¢ si et seulement si 2 < i < n — 2 et 0;,_10;0;+10;+2 est une occurrence soit du motif
2143, soit du motif 3142.

En utilisant cette caractérisation, on s’intéresse ensuite a I’énumération des permutations de By.
Cette tache difficile n’est pas menée a son terme, mais on obtient des résultats partiels, en fixant
la taille des permutations de By sur des valeurs particulieres. Dans la section 6.2.2, on verra que
les permutations de By sont de taille comprise entre d 4+ 1 et 2d, et on donnera I’énumération des
permutations de By de taille d + 1, d + 2 et 2d. Pour ce faire, on introduira une représentation des
permutations minimales & d descentes sous forme de posets (ou ensembles partiellement ordonnés).

6.2.1 Caractérisation

Le but est ici de proposer des conditions nécessaires et suffisantes d’appartenance d’une permu-
tation a Bg. On commence par une condition nécessaire trés simple :

Proposition 6.12. Soit 0 € By une permutation minimale & d descentes. Toute montée dans o
est alors précédée et suivie d’une descente.

Démonstration. 1l est facile de voir que o ne peut ni commencer ni finir par une montée : sinon,
en enlevant le premier (respectivement, le dernier) élément de o, on obtiendrait une permutation
avec le méme nombre d de descentes, contredisant la minimalité de o pour ce critere.

De la méme facon, si o contient deux montées consécutives, o;_10; et 0;0;41, effacer 1’élément
o; dans o ne change pas le nombre de descentes, et apporte la méme contradiction. ]

On peut donc décomposer une permutation de By en séquences non vides de descentes, séparées
par des montées isolées. Cette décomposition est illustrée sur la figure 6.3.
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Fi1a. 6.3 — Décomposition d’'une permutation minimale a d descentes en séquences non vides de
descentes séparées par des montées isolées.

On peut en fait pousser un peu plus loin cette décomposition en séquences non vides de descentes
séparées par des montées isolées, pour en extraire la caractérisation suivante des permutations de

By :
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Théoréme 6.13. Une permutation o € S, est une permutation minimale a d descentes si et
seulement si elle possede exactement d descentes et chacune de ses montées o;0;41 est telle que
2<i<n—2etoj_10;0i+10;12 forme une occurrence soit du motif 2143, soit du motif 3142.

Démonstration. Soit o une permutation minimale & d descentes. D’aprés la propriété 6.12, toute
montée g;0;41 est telle que 2 < i < n—2, et 0;,_10; et 0;110;+2 sont des descentes. Cela nous assure
que 0,1 > 04, 0; < 0441 et ;41 > 0i12.

Supposons a présent que o;_1 > ;41 : dans ce cas, la permutation obtenue en enlevant 1’élément
o; dans o a le méme nombre de descentes que o (et une montée de moins). Ceci contredit la
minimalité de o, et on déduit que g;—1 < 0;+1. De la méme facon, si o; > g;492, on ne change pas
le nombre de descentes en enlevant 1’élément 0,41, et donc o; < 0j49.

La permutation o satisfait donc les cinq inégalités suivantes autour de sa montée o;0;41 :

Oi—1 > 05, 0; < 041, Oit1 > 042, 0i—1 < 0441, and 0 < 0342.

Il est aisé de déduire de ces inégalités que les éléments o;_10;0;+10;+2 forment soit un motif 214 3,
soit un motif 314 2.

Les différentes configurations (autorisées ou interdites) autour de la montée ;0,41 dans o sont
résumées dans la figure 6.4 0

Les seules configurations possibles

S

F1G. 6.4 — Les éléments 0;_10;0;+10;12 autour d’'une montée ;0,41 dans une permutation o mini-
male avec d descentes.

Configurations interdites

En effagcant O
on fait apparaitre
la descente

Cette caractérisation promettait d’étre un outil pour I’énumération des permutations minimales
a d descentes, mais elle n’a tenu ses promesses que partiellement. Nous n’avons obtenu pour I'instant
que des résultats partiels d’énumération des permutations de By, a taille n fixée (en fonction de d).
Le cas n = d + 1 est immédiat. On examine les cas n = d + 2 et n = 2d dans la section suivante, en
utilisant une représentation des permutations par des posets (ou ensembles partiellement ordonnés)
qui provient directement de la caractérisation des permutations minimales a d descentes donnée au
théoreme 6.13.

Représentation des permutations minimales & d descentes par des posets

On considere un sous-ensemble des permutations de taille n, qui sont minimales & d descentes,
et qui ont leurs montées et leurs descentes aux mémes positions. En d’autres termes, a chaque
position donnée %, soit toutes les permutations de I’ensemble ont une montée, soit toutes ont une
descente. D’apres le théoreme 6.13, autour des montées, les éléments sont localement ordonnés de la
méme facon dans toutes ces permutations. On peut représenter ce sous-ensemble de permutations
(supposé maximal pour Iinclusion) par un seul objet : un ensemble partiellement ordonné (appelé
poset dans la suite) qui indique les conditions nécessaires sur 'ordre relatif des éléments de la
permutations les uns par rapport aux autres.

Chaque descente est représentée par un lien du premier élément (le plus grand) vers le second
(le plus petit). Pour chaque montée 0,041, les éléments 0;_10;0;+10;4+2 forment une structure en
diamant avec o;+1 en haut, o; en bas, 0,1 a gauche et o;42 a droite. Un exemple est donné en
figure 6.5. D’apres le théoreme 6.13, tout étiquetage des éléments du poset qui en respecte les
contraintes d’ordre est une permutation minimale & d descentes.
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On dira qu'une permutation o satisfait la propriété du diamant si chacune de ses montées ;0,11
est telle que 0;_10;0;110;12 forme un diamant, c¢’est-a-dire est une occurrence soit du motif 2143
soit du motif 314 2.
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Fic. 6.5 — Un poset représentant un ensemble de permutations minimales a 16 de-
scentes et 4 montées (par conséquent de taille 21). Par exemple, la permutation
201815141917108131221161197532641 appartient & cet ensemble. On donne aussi sa
représentation graphique.

6.2.2 Enumeration pour les tailles extrémales

Il nous faut ici commencer par décrire les tailles possibles des permutations de By, afin que la
notion de “taille extrémale” ait un sens.
Une conséquence évidente de la proposition 6.12 est le corollaire suivant :

Corollaire 6.14. Toute permutation minimale a d descentes a sa taille comprise entre d+1 et 2d.

Démonstration. Soit o € By, et soit n la taille de 0. Comme on I’a vu plus haut, par minimalité,
o a exactement d descentes. On en déduit immédiatement que o possede au moins d + 1 éléments,
i.e. n > d + 1. En outre, la seule permutation de taille d + 1 ayant d descentes est (d + 1)d...321,
qui est minimale.

D’apres la proposition 6.12, o se décompose en séquences non vides de descentes séparées par des
montées isolées. Une permutation de By est donc de taille maximale lorsqu’elle possede d descentes
isolées, séparées par d — 1 montées isolées. Une telle permutation est par conséquent de taille 2d.
On obtient ainsi que n < 2d. O

En outre, il apparait clairement dans cette démonstration qu’il y a une unique permutation de
taille d + 1 dans By : c’est le miroir de la permutation identité de taille d + 1, i.e. la permutation
(d+1)d...321.

On s’intéresse maintenant a I’énumération des permutations de By qui sont de taille n extrémale
(mais non triviale), c’est-a-dire pour n = 2d et n = d + 2.

6.2.2.1 Taille 2d

Les permutations minimales a d descentes et de taille 2d ont, grace a leur minimalité, une forme
tres spécifique. En effet, comme toutes les permutations minimales & d descentes, elles ne contiennent
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jamais deux montées consécutives. Mais elles ne contiennent pas de descentes consécutives non plus,
ou alors leur taille ne pourrait pas atteindre 2d (voir la preuve du corollaire 6.14). Ainsi, elles sont
toutes composées d’une alternance entre descentes isolées et montées isolées, en commencant et en
finissant par une descente. Voir la figure 6.6(a) pour un exemple.

(a) (b) (c)

F1a. 6.6 — (a) La permutation 0 = 21537496108 qui est minimale avec d = 5 descentes et qui
est de taille 2d = 10, (b) le poset qui représente ’ensemble des permutations minimales & d = 5
descentes et de taille 2d = 10 et (c¢) I’étiquetage de ce poset associé a o.

Par conséquent, toutes les permutations minimales a d descentes de taille 2d ont leurs montées et
leurs descentes aux mémes positions, de telle sorte que ’ensemble de ces permutations est représenté
par un unique poset. Ce poset a une forme d’échelle : c’est une séquence de d — 1 diamants, deux
diamants consécutifs possédant une aréte en commun. Ces diamants correspondent aux montées
dans les permutations, qui sont séparées par seulement une descente dans ce cas particulier. La
figure 6.6(b) donne un exemple.

La représentation des permutations minimales a d descentes par des posets décrite page 120
justifie la proposition suivante :

Proposition 6.15. Les permutations minimales a d descentes et de taille 2d sont en bijection avec
les étiquetages du poset en échelle a d marches, par les entiers {1,2,...,2d}, et qui respectent les
contraintes d’ordre de ce poset.

Cette correspondance bijective est illustrée en figure 6.6(c).

Avec cette représentation des permutations minimales & d descentes et de taille 2d sous forme
d’étiquetages de posets, certaines propriétés de ces permutations apparaissent d’elles-méme. Par
exemple, dans une telle permutation, 1’élément 1 est toujours en deuxiéme position, et 1’élément 2d
est toujours ’avant-dernier.

Le résultat d’énumération obtenu pour les permutations minimales & d descentes et de taille 2d
est le suivant :

Théoreme 6.16. Les permutations minimales a d descentes et de taille 2d sont énumérées par les

nombres de Catalan Cy = WIJ_(Q;I)

On propose deux preuves de ce résultat : une preuve analytique et une preuve bijective.

Démonstration du théoréme 6.16 par une méthode analytique La premiere démonstration
du théoreme 6.16 que 'on donne ici utilise la méthode ECO, décrite en détails dans [BDLPP99].
Pour les objets qui nous intéressent, la méthode ECO va consister a décrire un processus de con-
struction de tous les étiquetages du poset en échelle a d marches a partir de tous les étiquetages du
poset en échelle & d — 1 marches, sans construire deux fois le méme étiquetage.
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Dans sa présentation habituelle, la méthode ECO propose de construire des objets de taille d
a partir d’objets de taille d — 1, par un processus d’ezpansion locale, c’est-a-dire par le seul ajout
d’un bloc élémentaire d’objet. Dans notre cas, pour obtenir un étiquetage de taille d & partir d’un
étiquetage de taille d — 1, on pourra étre amené a modifier un grand nombre d’étiquettes, mais en
conservant toujours 'ordre relatif de ces étiquettes entre elles. Dans ce sens, on peut considérer que
le processus d’expansion reste bien local.

Une fois le processus d’expansion locale décrit, la méthode ECO attribue des labels (ou
étiquettes) aux objets combinatoires considérés (les étiquetages du poset en échelle & d marches
dans notre cas). Le label d'un objet est le nombre de ses enfants, c¢’est-a-dire le nombre d’objets
qu’il produit par le processus d’expansion locale. Ces enfants peuvent a leur tour recevoir un label
par le méme procédé. L’arbre (ou la forét) infini(e) dans lequel chaque objet est le peére de ses
enfants est appelé arbre de génération associé a la classe combinatoire.

Les labels des objets étant définis, on peut dériver du processus d’expansion locale une regle
de réécriture sur ces labels, appelée aussi régle de succession. Elle décrit, en fonction du label
d’un objet, les labels des enfants qu’il produit. Elle donne aussi un (ou des) point(s) de départ,
correspondant a ’objet (ou aux objets) de taille minimale. La regle de succession suivante est
connue pour décrire des classes énumérées par les nombres de Catalan (par exemple les chemins de
Dyck, voir [BDLPP99] :

{ (2)
(k) ~ (2)(3) -~ (k) (k + 1)

Une maniere de démontrer que les étiquetages des posets en échelle a d marches sont énumérés
par les nombres de Catalan est donc de décrire une construction ECO pour cette classe d’objets
combinatoires dont la regle de succession est celle donnée ci-dessus.

Pour obtenir cette regle de succession, nous allons voir que les labels qui conviennent pour les
étiquetages de posets en échelle & d marches sont les valeurs (2d — 094 + 1), 09q étant 1'étiquette de
I’élément le plus a droite dans le poset. On peut aussi remarquer que 2d est I’étiquette du deuxieme
élément en partant de la droite (et que c’est 1’étiquette maximale).

F1G. 6.7 — Un étiquetage du poset en échelle a d = 3 marches, et ses enfants dans la construction
ECO.
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On consideére un étiquetage (noté ) du poset en échelle a d marches, dont le label est (k). On
définit le processus d’expansion locale de la fagon suivante : les enfants de o sont les étiquetages
du poset en échelle a d + 1 marches obtenus en ajoutant une nouvelle marche sur la droite, qui est
étiquetée 2d + 2 pour 1’élément le plus haut, et ¢ pour I’élément le plus a droite, pour tout 7 tel que
ooqg+1 <17 <2d+ 1. Les étiquettes j de o telles que j > i sont alors remplacées par j + 1, de sorte
a conserver d’une part 'ordre relatif entre les éléments de o, et d’autre part la propriété que les
étiquetages des posets en échelle & d + 1 marches utilisent tous les entiers de [1..2d 4 2] exactement
une fois. Un exemple est donné en figure 6.7.

Il est facile de voir que les étiquetages obtenus respectent les conditions d’ordre du poset, et
que tous les étiquetages peuvent étre obtenus par ce procédé. En outre, le nombre k£ d’enfants de o
dans ce processus d’expansion locale est 2d + 1 — 094, ce qui justifie que les labels pour la méthode
ECO sont les quantités (2d — 094 + 1) pour tous les étiquetages o du poset en échelle a d marches.

On examine maintenant les labels des enfants d’un étiquetage o du poset en échelle & d marches
dont le label est (k). Ces enfants sont donc des étiquetages du poset en échelle & d + 1 marches.
Il y en a évidemment k, et d’apres la formule ci-dessus, leurs labels sont (2(d + 1) — i+ 1) pour ¢
entre o9q +1 = 2d 4+ 2 — k et 2d + 1, c’est-a-dire que les enfants d’un étiquetage de label (k) ont
pour labels (2), (3),...(k), (k+1).

Le point de départ pour cette construction ECO est le poset en échelle & une seule marche,
muni de son unique étiquetage possible (21), et dont le label est (2).

51627384

/::::::::41627385

415263

\::::::::41527386

41526387
31627485

\

3142 315264 — 31527486

31526487

w
—_
W
[\)
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ot
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314265

\\\\\\\\\\\\\ ////////21637485

215364 — 21537486
21536487
2143

214365

FiG. 6.8 — Les quatre premiers niveaux de 'arbre de génération associé a la construction ECO pour
les étiquetages des posets en échelle décrite ici.

On obtient donc la regle de succession suivante pour cette construction par la méthode ECO

[JOn note ici o aussi bien pour I'étiquetage du poset en échelle & d marches que pour la permutation qui lui est
associée par la bijection de la proposition 6.15.
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des étiquetages des posets en échelle :

{ (2)
(k) ~ (2)(3) -~ (k) (k + 1)

Elle correspond bien aux classes combinatoires énumérées par les nombres de Catalan.

La figure 6.8 montre le début de I'arbre de génération associé a cette construction ECO. Pour
plus de lisibilité, on ne représente pas les étiquetages des posets en échelle a d marches dans les
nceuds de cet arbre, mais plutét les permutations minimales a d descentes et de taille 2d qui leur
sont associées.

Démonstration du théoréme 6.16 par une méthode bijective Il apparait clairement, dans
la représentation des permutations minimales & d descentes et de taille 2d par des étiquetages du
poset en échelle a d marches, que ces permutations sont en bijection avec des tableaux de Young
a 2 lignes, chacune de longueur d. Une application directe de la formule des équerres donne alors
le résultat du théoreme 6.16. La définition des tableaux de Young et I’énoncé de la formule des
équerres peuvent par exemple étre trouvés dans [Nov99].

Ici, on fait le choix de donner une preuve bijective du théoreme 6.16 sans faire intervenir les
tableaux de Young, et en se ramenant directement aux objets combinatoires de base énumérés par
les nombres de Catalan : les chemins de Dyck.

On décrit donc une bijection entre les chemins de Dyck de demi-longueur d et les étiquetages du
poset en échelle a d marches. La définition des chemins de Dyck est rappelée au chapitre 10. Une
propriété simple et bien connue (voir par exemple [Bai96]) des chemins de Dyck est la caractérisation
suivante :

Proposition 6.17. On considére un chemin du plan, partant de (0,0), et composé d’autant de pas
Nord-Est (1,1) que de pas Sud-Est (1,—1). Ce chemin est un chemin de Dyck si et seulement si
le nombre de pas Nord-Est est supérieur ou €gal au nombre de pas Sud-Fst dans chacun de ses
préfizes.

On peut reformuler cette caractérisation des chemins de Dyck de la maniére suivante :

Corollaire 6.18. Un chemin du plan, partant de (0,0) et composé d’autant de pas Nord-Est que
de pas Sud-Est, est un chemin de Dyck si et seulement si le i-éme pas descendant a au moins i pas
montants a sa gauche dans le chemin.

La bijection annoncée se définit trés simplement : partant d’un chemin de Dyck D de demi-
longueur d, on numérote ses pas par les entiers de 1 a 2d, de gauche a droite. On étiquette ensuite
la ligne supérieure du poset en échelle par les entiers correspondant aux pas Sud-Est de D, et la

C] 9]
12345678910

Fi1c. 6.9 — Illustration sur un exemple de la bijection décrite entre les permutations minimales a d
descentes de taille 2d (vues comme des étiquetages du poset en échelle & d marches) et les chemins
de Dyck de demi-longueur d.
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ligne inférieure par les entiers correspondant aux pas Nord-Est de D. Voir la figure 6.9 pour un
exemple de cette construction.

Cette application est bien une bijection entre les chemins de Dyck et les étiquetages du poset en
échelle, qui codent les permutations qui nous intéressent. Il suffit pour s’en convaincre de remarquer
qu'un étiquetage du poset en échelle & d marches satisfait les contraintes d’ordre du poset si et
seulement si pour tout i, le i-éme élément (noté x) sur la ligne supérieure du poset a au moins i
éléments qui lui sont inférieurs sur la ligne inférieure du poset (I’élément y sur la ligne inférieure
qui est relié & = par une marche de 1’échelle, et tous les éléments qui sont en-dessous de y). La
figure 6.10 donne une vision graphique de cette condition.

Fi1G. 6.10 — Une condition sur les étiquetages des posets en échelle pour qu’ils satisfassent les
contraintes d’ordre imposées par le poset.

Cette condition nécessaire et suffisante qui caractérise les étiquetages des posets en échelle est
équivalente a la caractérisation des chemins de Dyck donnée par le corollaire 6.18.

6.2.2.2 Taille d + 2

Dans le paragraphe 6.2.2.1 ci-dessus, on s’est intéressé a I’énumération des permutations mini-
males a d descentes dont la taille est 2d, c’est-a-dire de taille maximale. D’apres le corollaire 6.14, la
taille minimale d’une telle permutation est d + 1, et nous avons vu plus haut que seule la permuta-
tion miroir de l'identité ((d+1)d...21) est minimale a d descentes et de taille d 4 1. On s’intéresse
maintenant aux permutations minimales & d descentes et de taille d 4 2, c¢’est-a-dire de taille la plus
petite possible, hormis les cas triviaux. On donne une formule close pour leur énumération dans le
théoreme 6.19.

Théoréme 6.19. Les permutations minimales a d descentes et de taille d + 2 sont énumérées par
la séquence (sq) définie par sq = 2942 — (d +1)(d +2) — 2.

On propose deux preuves possibles du théoreme 6.19. Toutes deux utilisent la représentation
par posets des permutations minimales a d descentes et de taille d 4+ 2, qui ont par conséquent
une unique montée. La premiere preuve est une application directe de cette représentation par
posets, qui donne lieu a des calculs plutot lourds. La seconde preuve proposée s’abstrait de ces
lourdeurs calculatoires, au prix d’un raisonnement plus élaboré : le coeur de la preuve réside dans
une correspondance entre les sous-ensembles de {1,2,...,d + 1} qui ne sont pas des intervalles et
les permutations minimales a d descentes et de taille d 4 2, chacun de ses ensembles étant associé
a exactement deux permutations.

Démonstration du théoréme 6.19 par une méthode calculatoire On rappelle que les
permutations qui sont minimales a d descentes et de taille d 4+ 2 ont une unique montée, qui sépare
deux séquences de descentes. Les quatre éléments autour de la montée sont organisés en un diamant
dans la représentation par poset de la permutation.
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Pour décrire une permutation o minimale & d descentes et de taille d+ 2, il suffit donc de donner
la partition des éléments de {1,2,...,d+2} en deux ensembles A et B, A (resp. B) représentant les
éléments de la premiere (resp. deuxiéme) séquence de descentes. Il y a cependant des contraintes
pour le choix de cette partition : le cardinal de chacune des parts est compris entre 2 et d (de sorte
a assurer que la premiere et la deuxieme séquence de descentes de o sont bien définies) et le choix
qui est fait doit respecter la propriété du diamant. On dira qu’une telle partition (A, B) satisfait la
propriété du diamant si la permutation o associée satisfait cette propriété.

Le nombre de partitions de {1,2,...,d + 2} en deux parts (éventuellement vides) sans ces
contraintes est 2472, A cette valeur, il faut soustraire un total de 2(d+ 1)+ 2 = 2d+ 6 pour les
partitions ot 'une des parts est de cardinal 0 ou 1 (’autre part étant alors de cardinal d+1 ou d+2).
Parmi les partitions dont les deux parts sont de cardinal compris entre 2 et d, il faut maintenant
compter le nombre N de celles qui ne satisfont pas la propriété du diamant, pour obtenir le nombre
de permutations minimales & d descentes et de taille d+2 comme étant la valeur 2972 — (2d+6) — N.

On considére donc une partition (A, B) de {1,2,...,d + 2} en deux parts de cardinal compris
entre 2 et d. On rappelle que A (resp. B) représente les éléments de la premiere (resp. deuxieme)
séquence de descentes d’'une permutations o, dont on veut assurer qu’elle vérifie la propriété du
diamant. Pour ce faire, on note a; et as les deux plus petits éléments de A, avec a; < a9, et by et
b les deux plus grands éléments de B, avec by < by. Pour que o satisfasse la propriété du diamant,
il est nécessaire qu’au moins deux éléments de A soient inférieurs & by et qu’au moins un élément
de A soit inférieur a b;.

La figure 6.11 représente les deux formes possibles d’une partition (A, B) qui satisfait la propriété
du diamant.

e oo A7 qoa] | foaf | | CE o Joufee] [ ] Jeof | ] |

F1G. 6.11 — Représentation schématique d’une partition (A4, B) satisfaisant la propriété du diamant.
Sur les d+2 cases représentant les entiers de 1 & d+2 en ordre croissant, les cases pleines correspon-
dent aux éléments de B, les cases vides aux éléments de A, et les cases désignées par? 7 peuvent
aussi bien appartenir & A qu’a B.

Les conditions nécessaires indiquées ci-dessus sont également suffisantes. Les partitions (A, B)
qui ne satisfont pas la propriété du diamant sont donc celles vérifiant I'une des conditions suivantes :

(a) il n’y a aucun élément de A qui soit inférieur a by,

(b) il y a un unique élément de A qui est inférieur a by,

(c) il n’y a aucun élément de A qui soit inférieur a by, mais il y a au moins deux éléments de A

compris entre by et bs.
Il est important de remarquer que ces trois conditions sont mutuellement exclusives : deux (ou
trois) d’entre elles ne peuvent jamais étre satisfaites en méme temps.

Les formes possibles des partitions (A4, B) qui satisfont les conditions (a), (b) ou (¢) sont
représentées schématiquement sur la figure 6.12, ot sur les d + 2 cases représentant les entiers
de 1 a d+ 2 en ordre croissant, les cases pleines correspondent aux éléments de B et les cases vides
aux éléments de A.

11 est ensuite immédiat de compter les partitions (A, B) satisfaisant 'une des propriétés (a), (b)
ou(c).llyena:

(a) d—1 qui satisfont la propriété (a),

(b) Z ' (dH) — 1 qui satisfont la propriété (b),
(c) et Z ( i) = d(dgl) qui satisfont la propriété (c).
On obtient ainsi qu’il y a

d(d+1)
2

permutations minimales & d descentes et de taille d + 2.

29+2 _ (2d+6) — (d—1) — ( —1)—M:2d+2—(d+1)(d+2)—2
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2<i<d 2<i<d 1<i<d-1

L fe] [T 1T =] | [ | ] ] CLT T o] [ ool
(a) Partitions satisfaisant la (b) Partitions satisfaisant la (c) Partitions satisfaisant la
propriété (a) propriété (b) propriété (c)

F1a. 6.12 — Les partitions de {1,2,...,d+ 2} en deux parts de cardinal compris entre 2 et d qui ne
satisfont pas la propriété du diamant. La valeur ¢ sur ces schémas indique le nombre de cases dans
la zone sous 'accolade. Sur la figure (b) (resp. (c)), la fleche matérialise la zone ol peut se trouver
la case aj (resp. be).

Ceci termine la preuve du théoreme 6.19 par une méthode calculatoire. On remarque que cette
méthode calculatoire est différente de celle donnée dans l'article [BP08]. On propose maintenant
une preuve bijective du méme résultat.

Démonstration du théoréme 6.19 par une méthode bijective Un sous-ensemble non inter-
vallaire de {1,2,...,d+1} (en anglais non-interval subset) est un sous-ensemble de {1,2,...,d+1}
qui n’est pas un intervalle. En particulier, un tel sous-ensemble n’est jamais vide, ni réduit a un
élément.

Par exemple, les sous-ensembles non intervallaires de {1, ...,4} sont {1, 3}, {1,4}, {2,4}, {1, 2,4}
et {1,3,4}.

On peut facilement calculer le nombre de sous-ensembles non intervallaires de {1,2,...,d + 1}
en fonction de d. Ce résultat d’énumération est donné par la proposition suivante :

Proposition 6.20. Le nombre de sous-ensembles non intervallaires de {1,2,...,d+ 1} est
od+1 _ (d+1)(d+2) _ 4

5 .
Démonstration. Il y a 2971 sous-ensembles de {1,2,...,d + 1}, 'un étant ’ensemble vide. 11 suffit
donc de prouver que le nombre d’intervalles non vides de {1,2,...,d + 1} est w. On voit
facilement qu’il y a ¢ intervalles inclus dans {1,2,...,d + 1} dont le plus grand élément est i : il
s’agit des intervalles [j..7] pour tout j tel que 1 < j <. L’identité bien connue Z‘jill i= eréﬂ
conclut alors la preuve de la proposition. O

Il faut remarquer que la séquence (27+1 — W — 1)4 est répertoriée dans I’Encyclopédie

en ligne des Séquences d’Entiers [Slo07] avec le numéro [A002662].

Pour prouver le théoreme 6.19 par une méthode bijective, on peut se ramener aux sous-ensembles
non intervallaires de {1,2,...,d+1} et démontrer qu’il y a deux fois plus de permutations minimales
a d descentes et de taille d + 2 que de tels sous-ensembles. Dans ce but, on partitionne 1’ensemble
des permutations minimales a d descentes et de taille d + 2 en deux parts S7 et So, et on exhibe
deux bijections ®! et ®2 entre S! (resp. S?) et I'ensemble des sous-ensembles non intervallaires de
{1,2,...,d+ 1}. Dans la suite, on notera NZ cet ensemble.

On définit les ensembles S' et S? comme suit. L’ensemble S' contient les permutations o
minimales & d descentes et de taille d + 2 telles que (1) d + 2 est I’élément maximal de 'unique
montée de o et (2) la premiere séquence de descentes de o n’est pas formée d’éléments dont les
valeurs sont toutes consécutives. L’ensemble S? contient toutes les autres permutations minimales
a d descentes et de taille d+ 2. Sur la figure 6.13, on peut voir les formes possibles des permutations
de St et S2.

On décrit d’abord la bijection ®! entre N'Z et S'. On consideére un sous-ensemble non interval-
laire s de {1,2,...,d+1}. On appelle ¢ 'ensemble des “trous” associéa s:t =1{1,2,...,d+1}\s. On
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d+2
non -
consécutifs d+2 consécutifs d+2
Permutations de S! Permutations de S?

FIG. 6.13 — Les différentes formes des permutations dans les ensembles S' et S2.

définit alors ®!(s) comme la permutation qui commence par les éléments de s, en ordre décroissant,
puis se poursuit avec ’élément d + 2, et enfin se termine par les éléments de ¢ en ordre décroissant.
Cette définition est illustrée en figure 6.14.

d="17 3
s =1{3,4,5,8}
t=1{1,2,6,7} Pl(s) =

F1G. 6.14 — Illustration de la définition de la bijection ®!' sur un exemple.

Proposition 6.21. L’application ®' est une bijection entre NT et S'.

Démonstration. Soit s un sous-ensemble non intervallaire de {1,2,...,d + 1}, et soit ¢t ’ensemble
des trous associés t = {1,2,...,d+ 1} \ s.

On démontre d’abord que ®!(s) € S'. Comme s € NZ, s contient au moins deux éléments,
et t au moins un. Par conséquent, ®!(s) est composée de deux séquences non vides de descentes
séparées par une montée, et pour conclure que ®!(s) est une permutation minimale & d descentes
et de taille d 4 2, il reste seulement a vérifier que la propriété du diamant est satisfaite autour de
cette montée. Dans notre cas, pour démontrer cette propriété du diamant, il suffit de vérifier que
I’élément minimal s,,;, de s est inférieur a 1’élément maximal ¢,,,, de t. Comme s n’est pas un
intervalle, il existe au moins un élément de ¢t qui est supérieur a s;,in, et ainsi smin < tmaz-

En utilisant une fois encore le fait que s n’est pas un intervalle, on conclut immédiatement que
Pl(s) e St

Sachant que parmi les permutations minimales a d descentes et de taille d + 2, les permutations
de S sont celles telles que les éléments de leur premiere séquence de descentes ne forment pas un
intervalle, il apparait alors clairement que ®! est une bijection entre N'Z et S'. 0

La bijection entre NZ et S? est plus complexe, et nécessite de classer les permutations de S?
en cinq types, de A a F. Ces différents types sont illustrés sur la figure 6.15.
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d Type B
Type 4 d+2
d+2 consécutifs d+1
d+1
consécutifs \\ consécutifs

ou vide

Type C

d+1

\@écutifs et non vide

consécutifs
\@écutifs ou vide
1
d+2 d+2
Type D Type E

\\consécutifs \\non consécutifs

FIG. 6.15 — La classification des permutations de S? en cinq types, de A & E.

Les permutations o de type A sont celles de S? telles que (1) d + 2 est le second élément de la
montée de o, et (2) la premiere séquence de descentes de o contient exactement deux éléments, qui
sont consécutifs.

Les permutations o de type B sont celles de S? telles que (1) d + 2 est le second élément de
la montée de o, (2) la premiere séquence de descentes de o est composée d’éléments consécutifs,
et contient au moins trois éléments, et (3) la seconde séquence de descentes de o est de la forme
(d4+2)(d+1)r, ou r est soit vide, soit une séquence décroissante d’éléments consécutifs dont 1’élément
minimal est 1.

Les permutations o de type C sont celles de S? telles que (1) d + 2 est le second élément de
la montée de o, (2) la premiere séquence de descentes de o est composée d’éléments consécutifs,
et contient au moins trois éléments, et (3) la seconde séquence de descentes de o est de la forme
(d+2)(d+ 1)rire, ou r1 est une séquence non vide et décroissante d’éléments consécutifs dont
I’élément maximal est d, et 7o est soit vide, soit une séquence décroissante d’éléments consécutifs
dont 1’élément minimal est 1.

Les permutations o de type D sont celles de S? telles que (1) d + 2 est le premier élément de o,
et (2) les éléments de la seconde descente de o sont consécutifs.

Les permutations o de type E sont celles de S? telles que (1) d + 2 est le premier élément de o,
et (2) les éléments de la seconde descente de o ne sont pas consécutifs.

Proposition 6.22. Chaque permutation de S* a un type unique, entre A et E.

Démonstration. On distingue deux cas, en fonction de la position de d + 2 dans o : d 4+ 2 est soit
le premier élément de o, soit le second élément de la montée de o. Dans le premier cas, il est clair
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que le type de o est unique et vaut D ou E. Supposons donc que d + 2 est le second élément de la
montée de o. Dans ce cas, puisque o € S?, les éléments de la premiere séquence de descentes de o
doivent étre consécutifs.

Examinons les positions possibles de d + 1 dans 0. Si d 4+ 1 est le premier élément de o, alors,
étant donné que la premiere séquence de descentes de o est composée d’éléments consécutifs, la
propriété du diamant ne peut pas étre satisfaite autour de la montée de o. En effet, dans une telle
situation, il est impossible que 1’élément le plus a droite du diamant soit supérieur a celui le plus
en bas. Ainsi, la seule position possible pour d 4+ 1 dans o est celle juste a droite de d + 2.

Si la premiere séquence de descentes de o est réduite a deux éléments, alors o est de type A. Si
au contraire cette premiere séquence de descentes de o contient au moins trois éléments, alors o est
de type C ou B, selon que I’élément juste a droite de d+1 dans o est ou n’est pas d. Dans chacun de
ces deux cas, comme la premiere séquence de descentes de o est composée d’éléments consécutifs, il
est facile de voir que la seconde séquence de descente est bien décomposée en (d + 2)(d + 1)r1ry ou
(d+2)(d+1)r, avec r, r et o des séquences décroissantes d’éléments consécutifs, pour correspondre
aux définitions des types C et B données plus haut. O

On dispose & présent des outils pour définir Papplication ®2 de N'Z dans S?, et pour prouver
que c’est une bijection.

On considere un sous-ensemble non intervallaire s de {1,2,...,d + 1}, et on note ¢ ’ensemble
des trous associé t = {1,2,...,d+ 1} \ s.

1. Si t contient un unique élément x, alors nécessairement x # 1 et x # d + 1, sinon s serait
un intervalle. Dans ce cas, ®2(s) est la permutation de type A dont la premiere descente est
x(x — 1). Cette permutation satisfait de maniere évidente la propriété du diamant (voir une
illustration en figure 6.16).

d+2 tous les éléments
s=A{1,2,...,d+ 1} \ {z} d+1 sauf x et x — 1

t={z} P2(s) =
FIG. 6.16 — Définition de la bijection ®2 pour s tel que |t| = 1.

Si t contient au moins deux éléments, on note n le cardinal de s et m le cardinal de ¢ augmenté
en 1. On peut remarquer que m > 3 et n > 2. On notera aussi ¢ et t5 les deux plus petits éléments
de t (avec t; < t2), et s, and s,_1 les deux plus grands éléments de s (avec s,—1 < s,). La
permutation de S? associée & s par la bijection ®? aura m éléments sur sa premiere séquence de
descentes, et n sur la seconde, et va étre définie en fonction de I'ordre relatif de 1, t9, s, et sp,_1.

En fait, seuls quelques ordres relatifs de ces éléments entre eux sont acceptables, car ils doivent
satisfaire les conditions t; < to, sp,—1 < Sp, et t1 < s, (sinon s serait un intervalle). Ces contraintes
donnent lieu a cing ordres possibles.

2. Sit; <ty < 8,1 <8,0rt] <5, 1<ty < 8y, alors ®%(s) est la permutation de type E
obtenue de la fagon suivante : le premier élément est d + 2, suivi par les éléments de t en
ordre décroissant, et enfin les éléments de s en ordre décroissant. Les contraintes satisfaites
par t1, ta, S, €t s,_1 assurent que cette permutation satisfait la propriété du diamant (voir
un exemple a la figure 6.17).
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s={s1,52,...,8,} avec 51 < $3 < ... < Sy,
t={t1,ta,...,t;m—1} avec t; <to < ...<tpm_1

t1 <ty < Sp_1 < Spouty <sp_1 <ty <sy

tm—1 Sp_1 non consécutifs

51

tq

F1G. 6.17 — Définition de la bijection ®2 pour s tel que t; < ta < Sp_1 < Sp OUt] < Sp_1 < ta < Sp.

3. Sisp_1 <t <ty < sy, alors 'ensemble non intervallaire s est completement déterminé par
le cardinal n de s et la valeur de I’élément maximal s,, de s. Il est nécessaire en effet que s
soit égal a {1,2,...,n — 1} W {s,} pour que la condition s,—1 < t; < to < s, soit satisfaite.
Dans ce cas, on associe a s une permutation de type D en procédant comme suit. Le premier
élément de ®2(s) est d + 2, la seconde séquence de descentes de ®%(s) est constituée de n
éléments consécutifs en ordre décroissant, avec s, comme élément maximal, et les éléments
restants sont placés en ordre décroissant apres d + 2 pour compléter la premiere séquence de
descentes de ®2(s). Pour prouver que cette permutation est bien de type D, il faut vérifier
qu'elle appartient bien a S?, c’est-a-dire qu’elle satisfait bien la propriété du diamant. On
voit facilement qu’il y a au moins n + 1 éléments inférieurs a s, : les n — 1 autres éléments de
s, plus t1 et to. Ainsi, les éléments 1 et 2 ne peuvent pas étre dans la deuxieme séquence de
descentes de ®2(s), et donc la premiere séquence de descentes de ®2(s) s’acheve par 2 1. Cette
remarque suffit & démontrer la propriété du diamant. Un exemple est donné par la figure 6.18.

Sp—1 < t1 < tg < sy
s={1,2,...,n—1} W {sp}

t={nn+1,....8, -1} W {s, +1,...,d+ 1}

d+2

d+1

consécutifs consécutifs

consécutifs

F1G. 6.18 — Définition de la bijection ®? pour s tel que s,_1 < t] < ty < sp.
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4. Sit] < sp—1 < Sp < to, les éléments de {1,2,...,d + 1} sont répartis en s Wt de la maniere
suivante : s = {1,..., 61 —1}w{t;+1,...,n+1} et t = {t;}W{ta = n+2,...,d+1}. L’ensemble
non intervallaire s est completement déterminé par le cardinal n de s et le nombre p = n+1—t;
d’éléments de s de valeur comprise entre t1 et t5. Comme s,_1 et s, sont compris entre t1 et
te, p > 2. On a aussi p < n—1 (pour p = n, s serait un intervalle). Dans ce cas, on associe a s
la permutation ®2(s) de type C en procédant ainsi. La seconde séquence de descentes de ®2(s)
est divisée en deux parties (la deuxiéme pouvant étre vide). La premiere partie contient p+ 1
éléments (on a bien 3 < p+ 1 < n) qui sont consécutifs et dont I’élément maximal est d + 2,
écrits en ordre décroissant. La seconde partie est composée de n—p—1 éléments consécutifs, en
ordre décroissant, et dont I’élément minimal est 1. Jusqu’ici, cette construction laisse de coté
m éléments, qui sont consécutifs : ils vont former la premiere séquence de descentes de ®2(s).
Il est alors facile de démontrer la propriété du diamant, la seconde séquence de descentes de
®2(s) commencant forcément par (d + 2)(d + 1). Cette remarque conclut la preuve que la
permutation ®2(s) ainsi définie est dans S?, et de type C' (voir un exemple en figure 6.19).

t1 < Sp—1 < 8p < to
s={1,...,t1 —1}w{t; +1,...,n+ 1}
t={t1}Ww{n+2,...,d+1}

Onposep=n+1—1t;

d+2
p + 1 éléments consécutifs

d+1

d+1—p 1
t2-p

m éléments

. —-p—1
consécutifs n—p+1 n—p—1 n—p

éléments
consécutifs

F1G. 6.19 — Définition de la bijection ®? pour s tel que t1 < sp_1 < Sp < to.

5. Il reste a examiner seulement le cas ou 5,1 < t; < s, < tg. Ce cas est particulierement
simple car le cardinal n de s détermine s completement : pour pouvoir satisfaire la contrainte
Sp_1 <11 < s, < tg, on a nécessairement s = {1,...,n — 1} W {n + 1}. La permutation ®2(s)
associée a s dans ce cas est de type B. Sa seconde séquence de descentes contient n éléments :
d’abord (d + 2)(d + 1), puis une séquence décroissante d’entiers consécutifs dont la valeur
minimale est 1 (cette séquence étant vide si n = 2). Il reste donc m éléments consécutifs, dont
le maximum est d, qui (en ordre décroissant) vont former la premiere séquence de descentes
de ®2(s). Comme la deuxiéme séquence de descentes commence par (d+ 2)(d+ 1), il est clair
que ®?(s) satisfait la propriété du diamant, ce qui justifie que ®2(s) est une permutation de
S? et de type B. La figure 6.20 donne une illustration de la construction dans ce cas.
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Sp_1 < t1 < sp < to
s={1,....n—1}w{n+1}

t={n}w{n+2, .. d+1}

n—2
éléments

m éléments consécutifs

consécutifs

F1G. 6.20 — Définition de la bijection ®2 pour s tel que s,—1 < t1 < s, < to.

La figure 6.21 donne différents exemples de permutations obtenues par la bijection ®2(s).
Ceci termine la définition de I'application ®2 : N Z — S2. 1l reste & démontrer que c’est une
bijection :

Proposition 6.23. L’application ®> définit une bijection entre NI et S2.

Démonstration. L’application inverse de ®2, de S? dans N'Z, peut facilement étre définie grace a
I’étude qui précede, en distinguant des cas en fonction du type (de A & E) d’une permutation de
S2.

On considere par exemple le cas d’une permutation o de type D. On note n le nombre d’éléments
de o dans la seconde séquence de descentes, et $,,4. le second élément de la montée de o. Parce que
o vérifie la propriété du diamant, on vérifie que S0z > n + 2, et (®2)71(0) est s = {1,2,...,n —
1} W {smaz}- O

Pour reprendre les étapes principales de cette preuve bijective du théoreme 6.19, on a d’abord
décrit une partition de I’ensemble des permutations minimales & d descentes et de taille d + 2
en S'w S2. On a ensuite donné deux bijections @' et ®? respectivement de S' et S? dans NZ.
En utilisant le résultat d’énumération des sous-ensembles non intervallaires de {1,2,...,d + 1}
(proposition 6.20), on obtient bien la démonstration bijective annoncée du théoreme 6.19.

6.2.2.3 Questions ouvertes d’énumération

On s’est intéressé dans cette partie a I’étude (caractérisation et énumération) des permutations
qui sont minimales pour la propriété d’avoir d descentes, la minimalité étant entendue au sens de
la relation de motif. Pour d = 2P, ces permutations apparaissent naturellement dans le modele
d’évolution de génomes dit de “duplication complete avec perte aléatoire”, ou elles forment la base
de motifs exclus caractérisant la classe des permutations obtenues en au plus p étapes dans ce
modele.

La caractérisation locale des permutations minimales a d descentes décrite au théoreme 6.13
se concentre sur les éléments de ces permutations qui entourent leurs montées. D’un point de vue
algorithmique, on voit immédiatement que cette caractérisation fournit un outil pour tester en
temps linéaire si une permutation donnée est minimale a d descentes ou non. D’un point de vue
combinatoire, elle permet de représenter les permutations minimales a d descentes par des posets,
représentation grace a laquelle nous avons obtenu des résultats partiels d’énumération.
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Permutations minimales avec d descentes

Cas pour s Exemple de s P2(s) Type
(1) avec s=1{1,2,4,5,6} 76
t={x} t= {3} 5, | 4
=3 3 1
2
(2) avec s={1,5,6} 6
th <ty < Spn_1< Sn t={2,3,4} 7M1 E
32
(2) avec s=1{1,3,4,6} 6
t < spo1 <t t=1{2,5 4
1 3n1<2<3n {7} 7w1 E
2
(3) avec s={1,2,5} 5
Sp_1 < t1 <ty < sp t:{3,4,6} 7%3
6 D
|s| =3, s, =5 2
1
(4) avec s=1{1,3,4,5} 7
t < Sp_1 < Sp < t2 t=1{2,6} 5 6 o
s|]=4,p=3 2 4
1
(4) avec s=1{1,2,4,5} 7
= 6
1 < Sp_1 < 8p < 9 t={3,6} 5
4 4 1| ©
|s| =4, p=2 3
2
(5) avec s=1{1,2,3,5} 7
Sp—1 < t1 < 8p < to t:{4,6} 62
_ 5 1| B
|s| =4 43

FIG. 6.21 — Définition de ®2(s) pour quelques exemples de sous-ensembles non intervallaires s de
{1,2,...,6} (d =5), qui illustrent tous les cas possibles dans la construction de ®2.

On a montré que la taille d’'une permutation minimale & d descentes est comprise entre d + 1
et 2d, et on a énuméré ces permutations pour les tailles d + 1, d 4+ 2 et 2d. L’énumération des
permutations minimales & d descentes et de taille n € [(d+ 3)..(2d — 1)] reste une question ouverte.
Pour n = d+3 et n = 2d—1, on a calculé les premiers termes des séquences d’énumération associées,
et elles ne semblent pas figurer dans I’Encyclopédie en ligne des Séquences d’Entiers [Slo07].

On peut cependant remarquer que la méthode calculatoire utilisée pour énumérer les permu-
tations minimales & d descentes de taille d + 2 est (en théorie) applicable pour toutes les tailles
n € [(d+3)..(2d—1)], méme si les cas & considérer seraient beaucoup plus nombreux. Cette explosion
combinatoire suggere que pour résoudre le probleme d’énumération des permutations minimales a
d descentes, soit on peut trouver une méthode automatique pour examiner tous les cas, soit il faut
envisager d’autres techniques. Une tentative dans ce sens, en collaboration avec Luca Ferrari, et
utilisant des tableaux de Young, est en cours d’étude. Nous obtenons le nombre de permutations
minimales & d descentes et de taille n sous la forme d’une somme de déterminants, dont on ne sait
pas pour l'instant extraire de formule close (ou tout au moins sympathique).
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6.3 Analyse combinatoire du modele général de “duplication en
tandem avec perte aléatoire”

On revient dans cette section a I’étude des permutations obtenues a partir de I'identité en au
plus p étapes de largeur au plus K dans le modele général de duplication en tandem avec perte
aléatoire. On rappelle que la notation C(K,p) désigne la classe des permutations pour lesquelles
il existe un scénario de duplication-perte en au plus p étapes de largeur au plus K. On étudie les
bases de ces classes : dans le cas C(K,1) on décrit completement la base, et pour le cas général
C(K,p) on donne une borne sur la taille des motifs exclus.

6.3.1 Permutations obtenues en une étape de largeur au plus K

Avant de s’attaquer a I’étude des classes C(K,p), on se concentre ici sur le cas plus simple de
la classe C(K) = C(K, 1) des permutations obtenues a partir de 12...n en une étape de largeur
au plus K. Pour toute cette étude, on va supposer qu’une valeur K > 2 du parametre est fixée, et
par “étape” on entendra toujours “étape de duplication-perte de largeur au plus K”, sauf mention
contraire.

On remarque facilement que les permutations de C(K') ne peuvent pas avoir plus d’une descente.
Réciproquement, les permutations de taille au plus K qui ont une unique descente appartiennent

a C(K). La proposition 6.24 est un point technique tres simple mais essentiel a la preuve du
théoreme 6.25 :

Proposition 6.24. Les permutations de taille K+1 qui n’appartiennent pas a C(K) et qui possédent
une unique descente sont les permutations de Sk 41 avec une unique descente, qui ne commencent
pas par 1 et ne se terminent pas par K + 1.

Démonstration. Soit ¢ = 0102 ...0K+1 une permutation de taille K + 1 qui n’appartient pas a
C(K) mais possede une unique descente. Si o1 = 1, alors @ = 03...0x4+1 est une permutation (de
{2,3,..., K+1}) de taille K possédant une unique descente et par conséquent & peut étre obtenue
a partir de 23... K +1 en une étape de duplication-perte. Si on applique ce scénario de duplication-
perte (réduit a une étape) a 123... K + 1, la permutation obtenue sera o, ce qui contredit le fait
que o ¢ C(K). Par un raisonnement identique, on obtient aussi une contradiction dans le cas ou
ox+1 = K + 1. Ainsi, ¢ ne commence pas par 1 et ne se termine pas par K + 1.

On considere maintenant une permutation o de taille X + 1 ayant une unique descente, qui ne
commence pas par 1 et ne se termine pas par K + 1. On voit facilement que o ne peut pas étre
obtenue en une seule étape de duplication-perte a partir de 12... K 4 1 : en effet, aucune étape de
duplication-perte de largeur K appliquée a 12... K + 1 ne pourra déplacer a la fois 1 et K +1. [

Théoréme 6.25. La classe C(K) des permutations obtenues a partir de 12...n (pour un certain
n > 1) en une étape de duplication-perte de largeur K est une classe S(B) de permutations a motifs
exclus dont la base B est composée de 3 + 25~1 motifs de taille au plus K + 1. Plus précisément,
B = {321,3142,2143} U D, D étant l’ensemble de toutes les permutations de Ski1 qui ne
commencent pas par 1, ne se terminent pas par K + 1, et contiennent exactement une descente.

Par exemple C(4) = S(321,3142,2143,23451,23514,24513,34512,25134,35124,
45123,51234).

Démonstration. Pour prouver le théoréeme 6.25, on démontre plutot sa contraposée : o ¢ S(B) si
et seulement si ¢ ne peut pas étre obtenue a partir d’'une permutation identité en une seule étape
de duplication-perte de largeur K.

Supposons d’abord que o ¢ S(B). Dans ce cas, il existe b € B tel que b < 0. Si b = 321,
3142 ou 2143, alors o a au moins 2 descentes et ne peut pas étre obtenue en une seule étape de
duplication-perte. Sinon, d’apres la proposition 6.24, il existe p € Sk 11 tel que p <o et p ¢ C(K).
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Ainsi, si o pouvait étre obtenue en une seule étape de duplication-perte de largeur au plus K, alors
p le serait aussi, ce qui est une contradiction. On conclut que o ¢ C(K).

Réciproquement, supposons que o ¢ C(K). Ceci implique en particulier que o n’est pas une
permutation identité. Si ¢ contient au moins 2 descentes, alors o contient une occurrence d’un
motif parmi 321, 3142 et 2143, puisque ces trois permutations sont les minimales (au sens de la
relation <) ayant 2 descentes. Par conséquent, o ¢ S(B). Il nous reste a considérer le cas ot o a
exactement une descente. On décompose o € S,, sous la forme o = 12...p1opa(p2 +1)...n, ou o
est une permutation de ’ensemble {p; + 1,p; +2...,p2 — 1} qui ne commence pas par p; + 1, ne
se termine pas par py — 1, et contient exactement une descente. Cette décomposition est illustrée
en figure 6.22(a). On note K la taille de la permutation 5. Comme o ¢ C(K), on a nécessairement
K > K + 1 ou alors on obtiendrait une contradiction. Si K=K+ 1, on trouve directement que
o est une occurrence d’'un motif de D C B dans 0. Par conséquent, o ¢ S(B). Il reste maintenant
a étendre la preuve au cas général ou K > K + 1. Pour cela, il suffit de démontrer que 'on peut
enlever des éléments dans & en respectant toujours les propriétés suivantes :

— la permutation ne commence pas par son élément minimal

— la permutation ne se termine pas par son élément maximal

— la permutation a exactement une descente
jusqu’a obtenir une permutation de taille K + 1. A ce moment la, on aura mis en évidence que &
contient un motif de D, ce qui sera donc aussi le cas pour o, prouvant que o ¢ S(B). De par les
conditions qui définissent &, I'unique descente de o va nécessairement de son élément maximal vers
son élément minimal. Ceci assure en particulier qu’il est possible d’enlever des éléments dans & en
respectant toujours les trois propriétés ci-dessus (voir figure 6.22(b)). O

(a) Décomposition de o (b) Forme de &

F1a. 6.22 — Décomposition o = 12...p1opa(p2 + 1) ...n sur la représentation graphique de o, et
forme de o.

Le théoreme 6.25 donne une caractérisation complete de C(K, 1) comme classe de permutations
a motifs exclus dont la base est finie et connue. Dans une moindre mesure, on étend ce type de
résultat au cas général de C(K,p), la classe des permutations obtenues en au plus p étapes de
largeur au plus K a partir d’une permutation identité.

6.3.2 Permutations obtenues en p étapes de largeur au plus K

Comme dans le cas de C(K, 1), on montre ici (théoreme 6.34) que les permutations obtenues a
partir d’'une permutation identité apres p étapes de duplication-perte de largeur au plus K forment
une classe de permutations. Cependant, on n’obtient pas une description précise de la base de motifs
exclus qui caractérise cette classe, mais seulement une borne supérieure sur la taille des motifs qui
la composent. Comme précédemment, une “étape” sera toujours une “étape de duplication-perte
de largeur au plus K”, sauf mention contraire.
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Pour démontrer le résultat annoncé, on définit quelques notations supplémentaires, et on prouve
quelques lemmes techniques.

Définition 6.26. Le vecteur de ¢ a j dans une permutation o est composé de tous les éléments
de o dont la position est comprise (au sens large) entre i et j. La taille d’'un vecteur est le nombre
d’éléments qu’il contient.

Par exemple, le vecteur de 7 & 2 dans 4123576 est 2357 et est de taille 4.

Définition 6.27. Soit o une permutation de S,,. Le vecteur valeur-position associé a i € [1..n] (ou
vp-vecteur par souci de concision) est le vecteur de o allant de i & o;, si ¢ n’est pas un point fixe de
o. Dans le cas contraire, si i = 0;, le vp-vecteur associé a i est vide.

Dans cette définition, il devrait apparaitre que le vp-vecteur associé a ¢, qui va de 1’élément de
o qui a pour valeur ¢ a celui qui est a la position i, représente le déplacement nécessaire dans o
pour que ¢ prenne sa place dans la permutation triée 12...n. Comme illustré en figure 6.23, sur la
représentation graphique des permutations, le vp-vecteur associé a i est représenté par une fleche
horizontal qui va de 1’élément d’ordonnée ¢ a la diagonale.

Une autre remarque évidente (mais d’importance) est qu'un vp-vecteur non vide contient au
moins 2 éléments.

Afin de prendre en compte tous les déplacements nécessaires pour trier o en 12...n, on définit
le domaine de valeurs-positions :

Définition 6.28. Soit ¢ une permutation de S,. Le domaine de valeurs-positions de o (ou vp-
domaine) est composé de tous les éléments de o qui apparaissent dans au moins un vp-vecteur.

Ces deux définitions sont illustrées sur la figure 6.23.

c= 41235
H
(_

H

_

I
‘9

vp-domaine de o
=1{1,2,3,4,6,7} -

(a) (b)

Fi1a. 6.23 — vp-vecteurs et vp-domaine de ¢ = 4123576, sur sa représentation linéaire et sa
représentation graphique.

Dans un certain sens, les vp-vecteurs sont réversibles : si on change le sens des fleches qui leur
sont associées, on obtient un ensemble de vecteurs qui représentent les mouvements nécessaires a
“mélanger” 12...n pour obtenir o. Avec cette remarque et les définitions 6.27 et 6.28, on voit
facilement que pour toute permutation o € C(K,p), chaque élément du vp-domaine de o doit
appartenir a au moins une étape dans tout scénario de duplication-perte qui mene de 12...n a o.
Ainsi, le vp-domaine de o contient au plus Kp éléments.

On rappelle que dans le contexte de cette étude, la suppression d’un élément dans une permu-
tation est directement associée & une renormalisation, comme expliqué dans la définition 1.17. Par
exemple, en supprimant 3 dans la permutation 4123576, on obtient 31246 5.
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Lemme 6.29. On considére une permutation o, et la permutation T obtenue en supprimant un
élément j dans o. Alors pour tout élément i # j tel que © # o;, soit cet élément devient un point
fize de T, soit la taille du vp-vecteur associé a cet élément dans T varie de 0, 1 ou —1 par rapport
a la taille du vp-vecteur associé a i dans o.

Démonstration. 11 est facile de se convaincre de la véracité de cette affirmation en examinant la
représentation graphique de o. Les éléments (hors points fixes) de o qui ne se trouvent pas juste
au-dessus ou juste en-dessous de la diagonale ne peuvent pas devenir points fixes dans 7 lors de la
suppression de j. Pour les éléments qui ne sont pas points fixes dans o et qui ne deviennent pas
point fixes dans 7, la distance a la diagonale (mesurée sur ’horizontale) peut varier de 0, 1 ou —1
lors de la suppression de 1’élément j. Les figures 6.24 et 6.25 montrent les différentes variations de
la distance a la diagonale selon les zones de la représentation graphique de o.

Diagonale

peut devenir point fixe
—

ey
NS AR S N

Changement
dans les vp-vecteurs

Variation de la distance

a la diagonale

Vs 77 2o
° L 22 2 o . 2 > oA
7
2 —

Fi1G. 6.24 — Cas général de la variation de la taille des vp-vecteurs lors de la suppression d’un
élément j d’un coté ou de 'autre de la diagonale.

On peut aussi remarquer que les points fixes de ¢ ne restent pas forcément points fixes dans 7 :
il est possible que leur soit associé un vp-vecteur de taille 2. C’est le cas par exemple du point fixe
6 sur la figure 6.25. O

Suppression de j

Fi1G. 6.25 — Variation de la taille des vp-vecteurs lors de la suppression d’un élément j sur un
exemple.

Lemme 6.30. Pour toute permutation o, il existe au moins un élément j tel que la permutation
T obtenue en supprimant j dans o contienne au plus un point fixe de plus que o.

Démonstration. On dira ici qu'un élément i de o est quasi-diagonal lorsque o;_1 =i (dans ce cas,
i est sur-diagonal) ou 0,41 =i (i est sous-diagonal). Ces deux cas correspondent respectivement
aux éléments de o situés juste au-dessus ou juste en-dessous de la diagonale dans la représentation
graphique de o. Les éléments de o qui peuvent devenir des points fixes dans 7 sont nécessairement
des éléments quasi-diagonaux.
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S’il n’y a pas d’élément quasi-diagonal dans o, on peut supprimer n’importe quel élément j
sans faire augmenter le nombre de points fixes. Si au contraire o a des éléments quasi-diagonaux,
on choisit j parmi eux. Alors la suppression de j provoque 'apparition d’au plus un point fixe. En
effet, si oj_1 = j (I'autre cas étant similaire), alors le seul point fixe qui peut apparaitre est j — 1,

dans le cas ou 0; = j — 1. Cette affirmation est illustrée par la figure 6.26. O
Diagonale
[ J
’ ’ o ®  Elément supprimé
peut étre point fixe

F1G. 6.26 — Le seul point fixe qui peut apparaitre lors de la suppression d’un élément quasi-diagonal.

Lemme 6.31. On considére une permutation o ¢ C(K,p) telle que pour tout motif strict T de o,
T € C(K,p). Alors, le vp-domaine de o est de taille au plus 2Kp + 2.

Démonstration. D’apres le lemme 6.30, il existe 7 < o avec |7| + 1 = |o| et tel que 7 a au plus un
point fixe de plus que ¢. On note j I’élément supprimé dans o pour obtenir 7. Ayant fait ’hypothese
que tout motif strict de o est dans C(K,p), on a en particulier 7 € C(K, p). Par la remarque qui
suit la définition 6.28, on sait que par conséquent, le vp-domaine de 7 est de taille au plus Kp, donc
contient au maximum Kp vp-vecteurs. A chacun de ces vp-vecteurs dans 7 correspond un vp-vecteur
dans o (éventuellement vide) dont la taille peut rester la méme, décroitre, ou augmenter de 1. On
va noter V D’ensemble des vp-vecteurs de o obtenus ainsi a partir d’un vp-vecteur de 7. On obtient
alors que le nombre d’éléments de o qui appartiennent a un vp-vecteur de X_/) est au plus 2Kp. Mais
1_/ n’est pas exactement le vp-domaine de o. Il doit étre complété par au plus deux vp-vecteurs :
celui associé a I’élément j qui a été supprimé, et celui associé au point fixe de 7 qui n’était pas un
point fixe dans o, si un tel point existe. Si c’est le cas, alors ce point est un élément quasi-diagonal
de o et le vp-vecteur qui lui est associé dans o (que I'on notera ') est de taille 2, de telle sorte que
I’ensemble de vp-vecteurs ‘—/U{?} couvre au total au maximum 2Kp+2 éléments. On observe alors
facilement que tout élément de o qui appartient & un vp-vecteur appartient nécessairement a au
moins deux vp-vecteurs (ce qui peut étre vu comme une “condition d’équilibre”). Par conséquent,
tous les éléments du vp-vecteur associé a j sont déja couverts par un autre vp-vecteur de 1_/ u {7}
Ainsi, le vp-domaine de o est exactement ’ensemble des éléments couverts par 17) U {7}, et donc
est de taille au plus 2Kp + 2. O

Lemme 6.32. On considére une permutation o ¢ C(K,p) de taillen > (Kp+2)%—2 telle que pour
tout motif strict T de o, T € C(K,p). Alors o est de la forme o = Ii(i +1)...(i + Kp)J ou I est
une permutation de [1..i—1] et J une permutation de [i+ Kp+1..n]. I et J peuvent éventuellement
étre vides.

Démonstration. D’apres le lemme 6.31, le vp-domaine de o est de taille au plus 2Kp + 2. On
décompose o en fenétres libres d’éléments consécutifs extérieurs au vp-domaine, séparées par des
fenétres d’éléments consécutifs du vp-domaine (que I’'on appellera vp-fenétres). Cette décomposition
de o comme alternance de fenétres libres et de vp-fenétres est illustrée en figure 6.27. Les éléments
du vp-domaine de o (en nombre au plus 2Kp + 2) sont donc organisés en vp-fenétres, de taille
chacune au moins 2. Par conséquent, il y a au plus Kp + 1 fenétres d’éléments consécutifs du vp-
domaine, et donc au plus Kp+2 fenétres libres dans o. En notant n la taille de o, on a par hypothese
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n>(Kp+2)?—-2=(Kp+2)Kp+2Kp+ 2, dont on déduit que n est strictement supérieur & la
valeur : nombre de fenétres libres de o x Kp+ taille du vp-domaine de . Comme n par définition
la somme des tailles des fenétres libres de o a laquelle on ajoute la taille du vp-domaine de o,
cela implique qu’au moins une des fenétres libres de o est de taille strictement supérieure a Kp,
c’est-a-dire contient au moins Kp+ 1 éléments. Par définition, ces éléments n’appartiennent pas au
vp-domaine de o et autorisent donc une décomposition de o en o = Ii(i +1)...(i + Kp)J ou I est
une permutation de [1..i — 1] et J une permutation de [ + Kp + 1..n]. O

au plus Kp + 1 vp-fenétres

\j/

au plus Kp + 2 fenétres libres

F1G. 6.27 — Décomposition d’une permutation comme alternance de fenétres libres et de vp-fenétres.

Ces lemmes permettent d’énoncer et de démontrer la propriété clé suivante :

Proposition 6.33. On considére une permutation o ¢ C(K,p). Alors soit o est de taille au plus
(Kp+2)? — 2, soit il existe un motif strict T de o qui n’appartient pas ¢ C(K,p).

Démonstration. On considére une permutation o ¢ C(K,p) telle que tout motif strict 7 de o
appartienne a C(K,p). Pour obtenir le résultat annoncé, il suffit de démontrer que o est de taille
n < (Kp+2)%2—2. On procede par I'absurde et on suppose donc le contraire. D’apres le lemme 6.32,
il existe ¢ € [1..n], I une permutation de [1..i — 1] et J une permutation de [i + Kp + 1..n] tels
que 0 = li(i +1)...(i + Kp)J. On note ¢ la permutation ¢ = Ii(i +1)...(i + Kp — 1)(J — 1),
ou (J — 1) est la permutation de [i + Kp..n — 1] obtenue a partir de J en soustrayant 1 a chaque
élément de J. La permutation ¢ est un motif strict de o, et ainsi & € C(K,p). 1l existe donc un
scénario de duplication-perte ou chaque étape est de largeur au plus K, qui produit ¢ a partir de
12...(n—1). On choisit un tel scénario avec un nombre d’étapes le plus petit possible. Ce scénario
a au plus p étapes, chacune de largeur au plus K, de telle sorte que la distance totale parcourue
par les éléments qui sont dupliqués est au plus Kp. Par conséquent, il est impossible de déplacer
un élément de I et un élément de J — 1 pour qu’ils soient cote a cote. Il est donc nécessaire que,
dans le scénario considéré, les étapes de duplication-perte soient internes a I et a J — 1. On peut
reproduire ce scénario dans I et J, et exhiber ainsi un scénario de duplication-perte de 12...n a
o, contenant au plus p étapes, chacune de largeur au plus K. Ceci contredit le fait que o ¢ C(K,p)
et conclut la preuve. ]

Il est maintenant aisé de conclure en prouvant le théoreme 6.34 :

Théoréme 6.34. La classe C(K,p) de toutes les permutations obtenues a partir d’une permutation
identité en au plus p étapes de duplication-perte de largeur au plus K est une classe de permutations
a motifs exclus dont la base est finie et contient des motifs de taille au plus (Kp + 2)? — 2.

Démonstration. On a vu dans le paragraphe 6.1.1 que C(K, p) est bien une classe de permutations.
D’apres le théoreme 1.25 page 17, la classe de motifs exclus qui définit C(K,p) est {w ¢ C(K,p) :
V7T < m,7 € C(K,p)}. Dans notre cas, on pose B = {m ¢ C(K,p) : V1 < m,7 € C(K,p) et 7| <
(Kp+2)? — 2} et on démontre que S(B) = C(K,p). La spécificité de ce cas est qu’on ne perd pas
de généralité en imposant la borne (Kp + 2)? — 2 sur la taille des motifs de la base.
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On considere une permutation o ¢ C(K,p). Si |o| < (Kp + 2)? — 2, alors par définition de
B, soit o € B soit il existe un motif strict 7 de o qui n’appartient pas & C(K,p). Si au contraire
lo| > (Kp+2)%?—2, alors d’apres la proposition 6.33, il existe un motif strict 7 de o qui n’appartient
pas a C(K,p).

Il y a donc deux cas a analyser : ¢ € B, ou il existe un motif strict 7 de ¢ qui n’appartient
pas & C(K,p). Dans le premier cas, on obtient directement que o ¢ S(B). Dans le second cas,
en raisonnant par récurrence sur la taille des permutations, on démontre que 7 ¢ S(B), puisque
7 ¢ C(K,p). On en déduit directement que o ¢ S(B). Cela démontre que S(B) C C(K, p).

Réciproquement, on considere o € C(K,p). Alors, tout motif 7 de o appartient aussi a C(K, p).
Ainsi, o ne contient aucune occurrence d’aucun des motifs de B, c’est-a-dire que o € S(B). Cela
démontre que C(K,p) C S(B), terminant la preuve du théoreme. O

La caractérisation des permutations de C(K, p) obtenue au théoréeme 6.34 est seulement partielle,
au sens ou 'on n’obtient pas de description précise et spécifique de la base de motifs exclus qui
caractérise cette classe. Cependant, on obtient tout de méme certaines informations sur la structure
des permutations obtenues en p étapes de duplication-perte de largeur au plus K. Cela suggere donc
la question suivante, qui reste ouverte : un résultat partiel comme celui du théoreme 6.34 peut-il étre
utilisé pour réduire ’espace de recherche dans une procédure de recherche de scénarios d’évolution
possibles, ou de scénarios optimaux (par exemple en devinant une borne sur le nombre d’étapes) ?

6.4 Algorithmes de calcul de scénarios, et étude de complexité

On revient dans cette partie a des considérations plus algorithmiques de calcul de scénarios
de duplication-perte. On commence par décrire I'algorithme de [CCMRO06] qui calcule un scénario
optimal (c’est-a-dire avec un nombre d’étapes le plus petit possible) dans le modele de duplication
complete avec perte aléatoire. On se concentre ensuite sur le modele ou la duplication est restreinte
a une fenétre de largeur bornée par K, en envisageant que K puisse étre une fonction K(n) de la
taille n de la permutation pour laquelle on cherche un scénario. On propose un algorithme calculant
un scénario de duplication-perte dans ce modele, en utilisant comme sous-procédure 'algorithme
de [CCMRO6]. Le scénario calculé n’est pas a priori optimal. Aussi, on évalue la qualité des scénarios
calculés par 'algorithme en donnant une borne inférieure sur le nombre d’étapes nécessaires dans
un scénario de duplication-perte.

6.4.1 Etude algorithmique du modele de duplication complete avec perte aléa-
toire

On rappelle pour commencer 1’énoncé du théoreme 6.2 (page 116) :

Théoreme. Soit o une permutation de taille n. Dans le modéle de duplication compléte avec perte
aléatoire, [logy(nombre de sous-séquences croissantes mazximales de o) étapes de duplication-perte
sont nécessaires et suffisantes pour obtenir o a partir de 12...n.

Dans I’étude plus combinatoire qui précéde, on a privilégié la version de ce théoreme reformulée
en termes de descentes dans les permutations (théoréeme 6.8 page 117). Pour décrire les algorithmes
qui suivent, la formulation avec des sous-séquences croissantes maximales est plus adaptée, mais
on pourra utiliser la version en termes de descentes pour leur analyse.

La preuve du théoréeme 6.2 ci-dessus figure dans [CCMRO06]. Sans entrer dans les détails, on
se convainc assez facilement que [logs(nombre de sous-séquences croissantes maximales de o)]
étapes sont nécessaires, chaque étape de duplication-perte pouvant au mieux doubler le nombre
de sous-séquences croissantes maximales. Pour montrer que ce nombre d’étapes est aussi suffisant,
K. Chaudhuri, K. Chen, R. Mihaescu et S. Rao décrivent dans [CCMRO06] un algorithme qui calcule
pour toute permutation o un scénario de duplication-perte (dans le modele de duplication complete
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avec perte aléatoire) menant de 'identité & o, et dont le nombre d’étapes est [logy(nombre de sous-
séquences croissantes maximales de o)].

Cet algorithme est en fait un tri par base ou tri radiz (de 'anglais radiz sort). Il est reproduit
dans l'algorithme 6.1 ci-dessous.

Algorithme 6.1 Calcul d’un scénario optimal de duplication complete avec perte aléatoire de
12... N vers 0 € Sy.
1. m=12...N
2: Partitionner o en sous-séquences croissantes maximales, de gauche a droite.
3: Chaque élément [1..N] qui apparait dans la i-éme sous-séquence croissante maximale regoit
comme étiquette la représentation binaire de 3.
4: pour j allant de 1 & [logy(desc(o) + 1)] faire
5. Effectuer une étape de duplication-perte sur @ qui garde dans la premiere copie de 7 les
éléments dont j-éme bit le moins significatif de leur étiquette vaut 1 (et dans la seconde copie
de 7 ceux pour lesquels la valeur de ce bit est 1).
6: fin pour

Afin d’examiner tous les bits des étiquettes attribuées aux éléments de [1..N] par 'algorithme,
le nombre de passages dans la boucle de la ligne 4 est [logy(nombre de sous-séquences croissantes
maximales de 0)] = [logy(desc(a) + 1)]. On en déduit que le nombre d’étapes d'un scénario de
duplication complete avec perte aléatoire allant de 12...n a o € S, est ©(logn) dans le pire des
cas. C’est aussi le cas du nombre moyen de ces étapes, comme le montre 1’équation 6.1 page 148.

Dans le paragraphe 6.4.2, nous allons utiliser 1’algorithme 6.1 comme sous-procédure dans un
algorithme de calcul de scénarios de duplication-perte avec largeur de duplication bornée. Dans
cette optique, il est intéressant de faire les quelques remarques suivantes.

Tout d’abord, I'algorithme 6.1 est décrit avec une permutation ¢ € Sy en entrée, mais il
s’applique également au cas plus général du calcul d’un scénario allant de #1492 ...7 & o, lorsque o
est une permutation de {iy,d9,...,i}, avec i1 < ig < ... < if.

On peut aussi remarquer que tout scénario dans notre modele avec largeur de duplication
bornée peut étre vu comme un scénario dans le modele de duplication complete avec perte alé-
atoire. Ainsi, le nombre d’étapes dans un scénario optimal de duplication compléte avec perte
aléatoire est une borne inférieure sur le nombre d’étapes d’un scénario optimal dans notre modele.
Des bornes inférieures plus fines seront décrites dans le paragraphe 6.4.3.

D’autre part, on voit facilement que le modele de duplication complete avec perte aléatoire et
notre modele avec largeur de duplication bornée par K coincident si on se restreint aux permutations
de largeur au plus K. Nous allons tirer parti de cette remarque dans ’algorithme 6.2.

Enfin, dans le cas ou K = K(n) = n, les deux modeles coincident encore. Ainsi, un scénario
optimal pour le modele avec largeur de duplication bornée par K est obtenu par un tri radiz dans
ce cas. A 'extréme inverse, si K = 2, un scénario optimal est obtenu par un mécanisme de tri bulle.
L’algorithme du paragraphe 6.4.2 calcule des scénarios dont les nombres d’étapes sont égaux aux
valeurs optimales dans ces cas extrémes. Du point de vue des algorithmes de tri, on peut donc voir
le travail présenté ci-aprés comme une facon de décrire une famille d’algorithmes de tri entre le tri
bulle et le tri radix.

6.4.2 Borne supérieure dans le modele général

On décrit dans cette partie un algorithme qui calcule, étant donnée une permutation o € S,
en entrée, un scénario possible de duplication-perte partant de 12...n et aboutissant a o. Il s’agit
de I'algorithme 6.2 ci-apres. On se restreindra bien sir aux étapes de duplication-perte de largeur
bornée par K (constante ou fonction de n). On analysera le nombre d’étapes des scénarios calculés
par ’algorithme, dans le pire des cas et en moyenne.
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Algorithme 6.2 Calcul d’un scénario de duplication-perte de 12...n a o € S,,, avec des étapes
de largeur bornée par K.

Lrm«—12...n

2: pour i allant de 1 & [%1 faire

33 Onpose L'={o;:n—i|K/2]+1<j<n-—(i—1)|K/2]}.

4 Effectuer des étapes de duplication-perte sur m pour déplacer de la gauche vers la droite les
éléments de L' jusqu’aux positions n —i|K/2| +1 4 n — (i — 1)| K/2| de 7, sans changer
Pordre relatif de ces éléments.

5: fin pour

6: pour 7 allant de 1 a [%1 faire

Exécuter I'algorithme 6.1 sur la fenétre de 7 entre les positions n —i| K/2] + 1 et n — (i —
1) K/2].

8: fin pour

9: Exécuter l'algorithme 6.1 sur la fenétre de 7 entre les positions 1 et n — HLK;/IQ{H | K/2].

Les remarques suivantes devraient aider a la compréhension de ’algorithme 6.2.

L’ensemble de valeurs L? défini & la ligne 3 représente les | K /2| éléments les plus & droite dans
o parmi ceux qui n’ont pas encore été examinés. L’algorithme est composé de deux boucles, la
premiere aux lignes 2 a 5, la seconde aux lignes 6 a 8.

A la fin de la premidre boucle (ligne 5), 7 est décomposée en fenétres de largeur | K/2] (sauf la
plus & gauche, qui est de largeur au plus K). Chacune de ces fenétres contient une sous-séquence
croissante dont les éléments sont ceux qui apparaissent dans la méme fenétre de positions dans o.
On peut remarquer qu’il serait possible de travailler sur des fenétres de taille K plutét que | K/2],
mais la description et I’analyse de cette premiere boucle, qui aurait pour résultat une décomposition
de 7 en sous-séquences croissantes de taille K, est alors plus complexe. En outre, cette modification
de I'algorithme n’affecte pas le nombre d’étapes du scénario calculé (a un facteur multiplicatif pres.)

Dans la seconde boucle, on considere de droite a gauche les fenétres calculées par la premiere
boucle, et comme elles sont de largeur au plus K, on appelle I'algorithme 6.1 sur chaque fenétre
pour obtenir un scénario de duplication-perte transformant 7 en o.

Exemple 6.35. On donne un exemple du déroulement de I’algorithme 6.2 sur la permutation
0c=21017658934 et pour la valeur K = 6 du parametre de largeur d’étape.

— D’abord, on coupe o en fenétres de taille | /2| = 3 et on obtient 21017658 |934.

— Ensuite, la premiere boucle de ’algorithme part de 12345678910 et transporte les éléments
(toujours en ordre croissant) dans la fenétre qui leur correspond dans o. On obtient
12710]568|349 en sortie de cette boucle.

— Enfin, la seconde boucle trie chaque fenétre séparément en utilisant le tri radiz de 1’algo-
rithme 6.2 pour obtenir o.

On peut remarquer que dans la seconde boucle (sauf pour la fenétre la plus a gauche), on utilise
seulement des étapes de duplication-perte de largeur au plus [K/2|. Une amélioration possible
de l’algorithme que nous avons envisagée consiste a appliquer I'algorithme 6.2 sur des fenétres
de largeur K, qui sont malgré tout des sous-séquences croissantes. L’analyse de cette variante
de l'algorithme donne les mémes bornes théoriques sur le nombre d’étapes des scénarios calculés.
Cependant, on remarque sur des simulations que le nombre d’étapes produit par cet algorithme
alternatif est strictement inférieur a celui fournit par l'algorithme original, sans qu’on n’ait de
preuve pour appuyer ce constat.

On passe maintenant a ’analyse du nombre d’étapes dans un scénario calculé par l'algo-
rithme 6.2.
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Proposition 6.36. Le nombre d’étapes de duplication-perte d’un scénario calculé par [’algori-
. . . 2 .
thme 6.2 sur une permutation de taille n est dans le pire des cas O log K—i—%) asymptotiquement.

Démonstration. On se place a la i-éme itération de la premiere boucle. On doit déplacer les | K /2]
éléments de L vers leurs positions (qui vont de n—i| K/2]+1an—(i—1)| K/2|) par des étapes de
duplication-perte de largeur au plus K. La pire situation se présente lorsque les éléments de L? sont
tous au début de 7. Méme dans ce cas, on peut déplacer les éléments de L? de [ K /2] positions vers
la droite a chaque étape (puisque |K/2| 4+ [K/2] = K) jusqu’a ce qu'ils atteignent leur position.
Le nombre total d’étapes de duplication-perte dans cette premiere partie du scénario calculé est
alors au plus

[FK;/I;J] . 2
Z {nszK/%“ :@(L)
2 | TTE/2) K2

On g’intéresse maintenant a la seconde boucle de 'algorithme 6.2. D’aprés I’analyse de ’algo-
rithme 6.1, dans chaque fenétre de taille | K/2], le scénario produit a au plus [log| K/2]] étapes
(ligne 7), et dans la fenétre la plus a gauche (ligne 7), il en a au plus [log K'|. Ainsi, le nombre
d’étapes de duplication-perte produites par la deuxieme boucle est

MK/QJ-‘ [log| K/2]] + [log K| = @(% log K).

Ce qui précede justifie que le nombre total d’étapes de duplication-perte dans un scénario calculé
par l'algorithme 6.2 est au plus O(z log K + %22) asymptotiquement, dans le pire des cas.

On voit aussi facilement, en suivant les mémes étapes de raisonnement, que dans le cas de la
permutation miroir de l'identité n(n — 1)...21, le nombre d’étapes dans le scénario calculé par
'algorithme 6.2 atteint 1'ordre de ©(4 log K + %22)

On en conclut donc que le nombre total d’étapes de duphcatlon—perte dans un scénario calculé
par l'algorithme 6.2 est dans le pire des cas de I'ordre de O(4 log K + & ) asymptotiquement.

On remarque au passage que le pire des cas correspond donc a la permutatlon miroir de I'identité
n(n —1)...21, ce qui rejoint 'intuition de ce qu’est un mauvais cas dans ce contexte. O

On peut aussi remarquer que O(z log K + ;;—22) = O(3= ) pour des “petites” valeurs de K,

e )- Si au contraire 2 = o(K) alors ©( log K + %22) _
les deux termes sont du méme ordre de grandeur.

plus précisément tant que K = of
O(# log K). Quand K = @(logn)

On peut aussi calculer la valeur moyenne du nombre d’étapes de duplication-perte dans un
scénario calculé par I’algorithme 6.2.

Proposition 6.37. Le nombre d’étapes de duplication-perte dans un scénario calculé par l’algo-
2
rithme 6.2 sur une permutation de taille n est en moyenne O(f log K + 4=) asymptotiquement.

Démonstration. On commence par définir quelques notations. On considere une permutation o de
taille n, et on la décompose de droite a gauche en p = h 772 j—‘ + 1 fenétres, toutes de taille | K/2],

sauf la plus a gauche dont la largeur est n — “"LK;/I;J—‘ |K/2] < K. On note 0 = alo?...0P cette
décomposition.

Nombre d’étapes de duplication-perte produites par la premiére boucle de l’algorithme 6.2.

On note ¢(o) le nombre d’étapes de duplication-perte du scénario produit par la premiere
boucle de 'algorithme 6.2 sur l'entrée o. En particulier, on note aussi ¢,(o) le nombre d’étapes
produites par la premiere itération de cette boucle, c’est-a-dire le nombre d’étapes pour déplacer
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n + 1 — min(oP) éléments

vp-vecteurs

T
. 77 A L7 7
g = 100000005

positions : 12 --- min(o?) --- n

les | K/2| positions les plus & droite

F1G. 6.28 — Trouver des bornes sur ¢, (o).

les éléments de L' & la fin de la permutation. Pour calculer le nombre moyen de ces étapes, on pose
Up = Y ,cg, €(0). On se convainc facilement que

Uy = Z cp(0) +clot .. oP™h)

oESh
= N lo)+nmn—1)...(n—|K/2)+1) Y o)
o€S, 0ES,_|K/2]
n!
= U%; cp(o) + m“n—tff/%'

On concentre nos efforts sur ) | s ¢p(0). La figure 6.28 rend I'inégalité suivante évidente :

n+1—[K/2| —min(oP) n+1—|[K/2| —min(cP)
K < alo)< K/2) '

On vérifie ensuite facilement que le nombre de permutations o de taille n telles que min(o?) =i
est (LK7;J1—1) (n — | K/2])!|K/2]!. Cela donne alors

n—|K/2]+1

U; n+1—|K/2| —min(c?) = ; (n+1—|K/2] —i)(LK7}2_Ji_1>(n— | K /2 K/2)!
n—1 i
= (n— [K/2))!|K/2]! (1+1—[K/2])
HK%_I (LK/2J - 1)

n—1
= (n—|E/2)|K/2)|K/2] Y (L J)

sz NP2
= (n— K2 K/2)'[K/2] (K/2 +1>

Par conséquent,
Sl < = L2/ (e )

S G LEC (P BT CR LR (P

O'ESTL

ce qui donne apres quelques calculs

In—[K/2] | Un-kjp) _un 0~ [K/2]  Un-|kp)

31K/ 11 (- (K2 -l S K241 (ne [Kj2))
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11 devient donc naturel de considérer deux suites (vy,) et (wy,) vérifiant les relations de récurrence
—|K/2 —|K/2 . :
Uy, = %TK/sz/A + Up—|K/2| € wp = % + Wy, | k/2| respectivement si n > K, et v, =w, = %

pour tout n < K. On a alors v, < 7% < ann € N. On peut résoudre les équations de récurrence
définissant v, et wy,, et en notant n = [ =7 (7] 1 | K/2]+7r (ce quiinduit | K/2] <r < K), on obtient :

HK/zﬂ . n—K
1 n—1i|K/2| B 1 n—K “K/Z”‘"l n?
" 2 &1 T Ry | Ry | (7 B ) = 6)
et
[%171—2'[}(/% n?

On déduit donc que le nombre moyen d’étapes de duplication-perte produites par la premiere

boucle de 'algorithme 6.2 sur les permutations de taille n est 7% = O(#5).

Nombre d’étapes de duplication-perte produites par la seconde boucle de l’algorithme 6.2.

Il reste a calculer le nombre moyen d’étapes de duplication-perte du scénario qui sont produites
par la deuxieme boucle de ’algorithme 6.2 sur les permutations de taille n. Ce nombre est donné
par

% Y > Mog(desc(o’) +1)] = (Z >~ Nog(desc(o’) + 1)1+ > [log(desc(o) + 1)1)

" oeS, i=1 1=2 0E€Sy c€Sn

= (e [l) X fostdescto) 1)

=2 7€5 K /2]

+(n —|ot))! <‘Unl‘> Z [log(desc(o) + 1)1)

Ues‘al‘

= W Z [log(desc(o) +1)]

UESLK/QJ

Comme p = [LK 72 j—‘ + 1, on en déduit que le nombre moyen d’étapes de duplication-perte
produites par la seconde boucle de I'algorithme 6.2 sur les permutations de taille n est

1 "TL—K

Nwpan %)

] Y log(desc(o) + 1)]).

O—GS\_K/QJ

Il reste donc & trouver une estimation asymptotique de 7 > s, [log(desc(o)+1)]) pour k = [K/2].
La fonction log étant concave, et sachant par la remarque 6.6 que % > desc(o) +1 = %, on

obtient

€Sk

1 k+1
o Z [log(desc(o) + i Z log(desc(o) + 1) > log(—— 5 )-
€Sy, GGSk

En outre, il est clair que

% Z [log(desc(o) +1)] < [log(k)],
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et on peut en déduire que
1
o > " log(desc(o) +1)] = ©(log(k)). (6.1)
’ oES

En conséquence, le nombre moyen d’étapes de duplication-perte produites par la seconde boucle
de l'algorithme 6.2 sur les permutations de taille n est ©([ [ng/gﬂ log(|K/2])) = O(% log K).

En conclusion, le nombre total d’étapes de duplication-perte dans un scénario calculé par 1’al-
. 2 . .
gorithme 6.2 est en moyenne O(x log K + %) sur les permutations de taille n. O

6.4.3 Borne inférieure dans le modele général

Les algorithmes présentés dans le paragraphe 6.4.2 ci-dessus permettent de donner des bornes
supérieures sur le nombre d’étapes (dans le pire des cas et en moyenne) dans un scénario optimal de
duplication-perte produisant une permutation ¢ de taille n a partir de I'identité de méme taille, dans
le modele ou la largeur de duplication est bornée par un parametre K (qui peut étre fonction de n).
On s’intéresse maintenant a décrire des bornes inférieures sur ce nombre d’étapes. Nous verrons que
les bornes inférieures décrites coincident avec les bornes supérieures fournies par I'algorithme 6.2, a
un facteur multiplicatif pres, pour de nombreuses valeurs de K : ¢’est plus précisément le cas lorsque
K est une constante, ou lorsque K est une fonction de n qui ne vérifie pas que 1ng1 - < K(n) <n.
On discutera aussi de la valeur du facteur multiplicatif qui sépare la borne inférieure de la borne
supérieure.

Pour ce calcul de bornes inférieures, on utilise un parametre bien connu sur les permutations :
leur nombre d’inversions. On en rappelle la définition ainsi que quelques propriétés. Pour plus de
détails, on pourra consulter [Com74] par exemple.

Définition 6.38. On considére une permutation o € S,,, et deux positions i < j € [1..n]. On dit
qu’il y a une inversion entre o; et o; si o; > 0.

Exemple 6.39. Par exemple, les inversions de o = 31246 5 sont obtenues pour les paires (0;,0;) €
{(3,1),(3,2),(6,5)}.

Remarq>ue 6.40. La valeur maximale du nombre d’inversions dans une permutation de taille n
i

est ”("2_ , ce qui correspond & la permutation n(n —1)...1. Le nombre moyen d’inversions parmi
les permutations de taille n est %.

La preuve de cette remarque, tres similaire & celle de la remarque 6.6 concernant le nombre
moyen de descentes, est omise.

Proposition 6.41. Dans le pire des cas, Q(logn + %22) étapes de duplication-perte de largeur K
sont nécessaires dans un scénario donnant une permutation de S, a partir de 123...n.

Démonstration. On examine d’abord le nombre d’inversions que peut créer une étape de duplication-
perte s de largeur K. Il est clair que les inversions créées ne peuvent qu’'impliquer deux éléments
de s. On note ¢ le nombre d’éléments de s qui sont conservés dans la premiere copie du fragment
dupliqué. Alors s crée au maximum (K —1i) < KTQ inversions dans la permutation. Une permutation

n(n—1)
2

inversions, une borne inférieure sur le nombre d’étapes
nécessaires pour transformer 123...n en o est %

Pour l'autre terme de la borne inférieure, on hérite du résultat de [CCMRO6], énongant que
log n étapes sont nécessaires dans un scénario pour le modele de duplication complete avec perte
aléatoire, ou les étapes de duplication-perte sont moins contraintes.

On obtient finalement la borne inférieure Q(logn + %22) sur le nombre d’étapes nécessaires
dans un scénario de duplication-perte avec largeur de duplication bornée par K pour obtenir une
permutation de taille n a partir de 123...n dans le pire des cas. O

de o taille n pouvant avoir jusqu’a
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Proposition 6.42. En moyenne, dans un scénario de duplication-perte avec largeur de duplication
7 \ 2 Ve 7 3
bornée par K allant de 123...n da 0 € Sy, Q(logn + 7=) étapes sont nécessaires.

Démonstration. Comme précédemment, une étape de duplication-perte peut créer au plus KTZ inver-
sions dans une permutation. Le nombre moyen d’inversions dans une permutation de taille n étant
w, on en déduit qu’en moyenne au moins % étapes de duplication-perte sont nécessaires
pour passer de 123...na o € S,.

La partie logarithmique de la borne nous est encore fournie par [CCMRO06] : la borne inférieure
relative au modele de duplication compléte avec perte aléatoire, qui autorise plus d’opérations que
notre modele, s’applique donc dans notre contexte.

En conclusion, on obtient la borne annoncée (logn + %22) sur le nombre d’étapes nécessaires

en moyenne pour passer de 123...n a o € S,,. O

On propose pour terminer une comparaison des bornes supérieures et inférieures obtenues aux
paragraphes 6.4.2 et 6.4.3 respectivement. En général, il n’y a pas égalité entre ces bornes, mais

nous allons voir qu’elles coincident en dehors du cas ot K = K(n) vérifie ; oan <K < n.

_n_

2 , ’ .
10gn), on a zlog K = o(4=), et par conséquent une autre écriture de la

En effet, lorsque K = o(
borne supérieure est O( 7 log K + %22) = @(%22), ce qui correspond & un facteur multiplicatif pres a
la borne inférieure Q(log n+ %22) = Q(%) Une relecture attentive des preuves des propositions 6.36
a 6.42 montre que ce facteur multiplicatif vaut 1 dans 'analyse au pire des cas, et 2 dans ’analyse
en moyenne.

Lorsque K = @(&), on obtient de la méme maniére que les bornes inférieures et supérieures
sont du méme ordre de grandeur, mais la valeur du facteur multiplicatif n’est pas aussi immédiate
a calculer.

Enfin, si K = O(n), alors O(g log K + %) = O(logn) et Q(logn + I”TZQ) = Q(logn), et ainsi
les bornes inférieures et supérieures sont dans ce cas aussi du méme ordre de grandeur. En notant
K ~ &, on déduit des propositions 6.36 a 6.42 que le facteur constant qui sépare la borne inférieure
de la borne supérieure est 2C, aussi bien pour le pire des cas que pour le cas moyen.

A Tinverse, lorsque 1o§n < K <« n, les bornes supérieures et inférieures ne sont pas du méme

ordre de grandeur. Une question ouverte est donc naturellement de trouver, lorsque 1og <K<K < mn,
l'ordre de grandeur du nombre d’étapes d’un scénario de duplication-perte optimal dans le modele
avec largeur de duplication bornée par K (pour le pire des cas et pour le cas moyen), et un
algorithme de calcul de ces scénarios optimaux.

Enfin, 'algorithme 6.2 ne calcule pas a priori, étant donnée une permutation o, un scénario de
duplication-perte optimal : les résultats “d’optimalité” des scénarios produits sont faibles, car ils ne
s’appliquent qu’au cas moyen et au pire des cas, et a un facteur multiplicatif pres. Un élargissement
possible de ce travail pourrait donc consister a trouver des algorithmes de calcul de scénarios
optimaux. Au dela de I’étude des modeéles de duplication-perte, décrire de tels algorithmes serait
un moyen de décrire une famille d’algorithmes de tri (paramétrée par K = K(n)) qui offrirait un
continuum entre le tri bulle (pour K = 2) et le tri radiz (pour K(n) = n).
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Chapitre 7. 'Tri par renversement de permutations signées

7.1 Généralités sur le tri par renversements des permutations

Dans ce chapitre, on envisage un autre modele d’évolution de génomes, représentés par des per-
mutations, ou les opérations autorisées sont des renversements de fragments continus de la permu-
tation. Il existe en réalité de nombreuses variantes de ce modele, et on s’intéressera principalement
au probleme du tri parfait par renversements de permutations signées. Avant de présenter cette
étude, on propose un bref survol des résultats essentiels concernant les variantes les plus étudiées
du probleme de tri par renversements de permutations. Pour plus de détails, on renvoie a 1’état de
Part réalisé dans [Ber05].

Définition 7.1. Un renversement dans une permutation o, entre les positions ¢ et j > 4, consiste
a “couper” le fragment de o allant de la position i & la position j (incluses) dans o et & “retour-
ner” ce fragment. Plus formellement, le résultat du renversement entre les positions ¢ et j dans

0 =0102" 0041 05105 """ 0p €St la permutation oi09 - - ©0j0—1 04105 Op.

Exemple 7.2. Dans la permutation ¢ = 21753846, le renversement entre les positions 3 et 6
aboutit a la permutation 21835746.

Définition 7.3. Le probleme du tri par renversements d’une permutation ¢ consiste a trouver un
scénario de renversements parcimonieux transformant ¢ en la permutation identité de méme taille,
c’est-a-dire une suite de renversements de longueur minimale (la longueur étant mesurée en nombre
de renversements) qui transforme o € S, en 12...n.

Il faut bien remarquer que contrairement au cas du modele de duplication en tandem avec perte
aléatoire étudié au chapitre précédent, on cherche ici un scénario partant de o et arrivant a une
permutation identité.

Le probleme du tri par renversements de permutations (non signées) est malheureusement N P-
difficile [Ber05]. Cependant, la version du probléme sur des permutations signées est polynomiale.

Définition 7.4. Une permutation signée est une permutation dans laquelle chaque élément recoit
un signe + ou —.

Par convention, on notera une permutation signée avec une barre sur les éléments de signe —
(et rien pour les éléments de signe +).

Exemple 7.5. La permutation signée +3 —4 —2 +5 —8 +1 —6 + 7 est aussi notée 34258167.

Cette variante signée du probleme de tri par renversements prend tout son sens avec les motiva-
tions biologiques sous-jacentes d’évolution de génomes. En effet, biologiquement, les génes ont un
“sens”, et un renversement change le sens des genes renversés. De la méme maniére, un renversement
change le signe des éléments renversés, qui codent le sens des genes associés :

Définition 7.6. Un renversement dans une permutation signée o, entre les positions i et j > ¢, con-
siste & “couper” le fragment de o allant de la position ¢ & la position j (incluses) dans o et & “retourn-
er” ce fragment, en changeant les signes des éléments du fragment. Plus formellement, avec I'identité
T = x, le résultat du renversement entre les positions i et j dans ¢ = o109+ 03011 - - "0j_10j -0y
est la permutation o109 ---0;0,_1---0;410; " Op.

On appellera taille d'un renversement le nombre d’éléments de la permutation dans le fragment
renverseé.

Définition 7.7. Le probleme du iri par renversements d’une permutation signée o consiste a
trouver un scénario de renversements parcimonieux transformant o en la permutation identité de
méme taille 12...7m ou en n...21, c’est-a-dire une suite de renversements de longueur minimale
(la longueur étant mesurée en nombre de renversements) qui transforme o € S,, en 12...n ou en
m...21.
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Exemple 7.8. Un scénario parcimonieux pour o = 4167325 est le suivant (les parties de la
permutation entre ] indiquent les fragments renversés) :
o =14767|325 ~ 76|14325|
~ 765|234|1

~ 7654321

Comme annoncé plus haut, le probleme du tri par renversements peut étre résolu en temps
polynomial. Le premier algorithme polynomial de calcul de scénarios parcimonieux pour les permu-
tations signées a été décrit en 1995 par S. Hannenhalli et P. A. Pevzner [HP99]. Depuis, d’autres
algorithmes ont été développés [BMS05, TBS07], et sont regroupés dans ce qu’on appelle désormais
la théorie de Hannenhalli et Pevzner. Pour une introduction a cette théorie, on pourra consulter
l'article d’Anne Bergeron [Ber05].

Un raffinement de ce probleme a été récemment introduit, pour prendre un compte un peu
mieux la réalité biologique des phénomeénes mis en jeu [FV04]. En comparant les génomes deux
especes, on s’apercoit que certains ensembles de génes homologues (c’est-a-dire ayant un méme
ancétre commun) apparaissent regroupés dans les deux especes. On considére alors que ces groupes
de génes ont toutes les chances d’apparaitre regroupés dans le génome de I'ancétre commun, et de
ne jamais étre séparés dans le processus d’évolution.

Dans notre modélisation des génomes par des permutations signées (I'une des deux permuta-
tions étant toujours I'identité, modulo réétiquetage), ces groupes de geénes sont représentés par les
intervalles des permutations signées.

Définition 7.9. Un intervalle dans une permutation signée o est un ensemble d’éléments de o
dont les positions et les valeurs absolues des valeurs forment deux intervalles de N.
Un intervalle sera identifié par les valeurs de ses éléments, en valeur absolue.

Exemple 7.10. Parmi les intervalles de 34258167, on peut citer {3,4}, {2,3,4,5} ou {6, 7}.

Parmi tous les scénarios de tri par renversements, on va donc envisager seulement ceux qui ne
coupent jamais aucun intervalle :

Définition 7.11. Un scénario parfait de tri par renversements d’une permutation signée o est un
scénario de renversements transformant o en la permutation identité de méme taille 12...7n ou en
7 ...21 qui ne casse a aucun moment un intervalle de o.

L’existence d’un scénario parfait pour une permutation o est une question naturelle : il a été
démontré dans [FV04] que toute permutation admet un scénario parfait de tri par renversements.
Le probleme étudié dans ce chapitre est celui du calcul, étant donnée une permutation o, d’un
scénario parfait de tri par renversements pour o, qui soit parcimonieux, c’est-a-dire le plus court
possible (en nombre de renversements) parmi tous les scénarios parfaits. Il faut remarquer qu’il
est possible qu'un scénario parfait parcimonieux soit plus long qu’un scénario parcimonieux (sans
contrainte de perfection).

Il a été démontré dans [FV04] que le calcul de scénario de tri parfait par renversements parci-
monieux est un probleme N P-difficile, mais des algorithmes FPT ont été proposés.

Les algorithmes FPT (de l'anglais fized parameter tractable) ont une complexité dépendant
d’un parametre, de telle facon qu’ils deviennent polynomiaux lorsqu’on restreint le probleme aux
instances correspondant & une valeur fixée du parametre. Pour illustrer cette méthode, on présentera
lalgorithme de [BBCPO07] dans le paragraphe 7.2.1, et on montrera qu’il est en fait polynomial en
moyenne.

Une autre fagon d’aborder 1’étude de ce probleme N P-difficile est de se restreindre a des classes
de permutations sur lesquelles le probléme est polynomial. Toujours suivant [BBCPO07], on se res-
treindra a la classe des permutations séparables (dites aussi commutantes dans ce contexte), et on
analysera les scénarios produits par ’algorithme, en particulier le nombre moyen de renversements
et la taille moyenne d’un renversement dans ces scénarios.
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7.2 Tri parfait par renversements des permutations signées

7.2.1 Algorithme de tri parfait par renversements

On décrit ici Palgorithme de S. Bérard, A. Bergeron, C. Chauve et C. Paul tiré de [BBCPO07].
Dans cet algorithme, c’est 'arbre de décomposition des permutations (enrichi de signes) qui sert
de guide au calcul de scénarios parfaits de tri par renversements.

Définition 7.12. L’arbre signé d’une permutation signée o est 'arbre de décomposition de la
permutation non signée sous-jacente a o ol certains noeuds recoivent un signe + ou — de la maniere
suivante :
— une feuille regoit le signe + (resp. —) lorsqu’elle correspond & un élément de signe + (resp.
—) dans o,
— un nceud interne linéaire d’étiquette @ (resp. ©) regoit le signe + (resp. —),
— un nceud interne premier recoit 1’étiquette de son pere, si celui-ci existe et est un noeud
linéaire.

Il faut donc remarquer que certains nceuds dans ’arbre signé d’une permutation n’ont pas de
signe : c’est le cas des nceuds premier dont le pere et premier, et de la racine lorsque le nceud racine
est premier.

FI1G. 7.1 — Arbre signé de la permutation 0 =56794312810171315121114181916.

Comme pour Iarbre de décomposition d’une permutation (voir le paragraphe 2.3.3 page 52), le
colt de calcul de ’arbre signé d’une permutation signée o est linéaire en la taille de o.

L’algorithme 7.1 explicite la procédure de [BBCPO7].

Aux lignes 6 et 9 de I'algorithme 7.1, on utilise un algorithme de calcul de scénario parcimonieux
de tri par renversements, sans contrainte de perfection. Le meilleur algorithme connu résolvant ce
probléme a une complexité O(ny/nlogn), en fonction de la taille n de la permutation en entrée.

La correction de l'algorithme 7.1 est démontrée dans [BBCP07], et on l'admettra ici. On
s’intéresse plutot a ’évaluation de la complexité de cet algorithme. On rappelle pour commencer
le résultat de complexité de [BBCPOT] :

Théoréme 7.13. La complexité de Ualgorithme 7.1 est O(2F x ny/nlogn), ot n est la taille de la
permutation o en entrée, et k le nombre de neuds premiers dans l’arbre signé de o.

Démonstration. On considere o une permutation signée de taille n, dont 'arbre signé 7, a k
noeuds premiers. Ainsi, il y a au plus 2* nceuds non signés dans 7. Le cotit du calcul de 7, & la
ligne 1 est O(n). Il y a ensuite au plus 2¥ affectations possibles des signes dans 7, & examiner,
c’est-a-dire au plus 2¥ passages dans la boucle de la ligne 2. Pour chaque passage dans cette
boucle, le calcul des renversements associés aux nceuds premiers p1, po, ... de taille nq,no, ... colte
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Algorithme 7.1 Calcul d’'un scénario parfait parcimonieux de tri par renversements pour une
permutation signée o de taille n.

—_

: 15 « Darbre signé associé a o.

2: pour chaque affectation de signes aux nceuds de 7, qui n’en ont pas faire

3: S « le scénario vide.

4:  pour tout noeud premier p dans 7, faire

5 si p a le signe + alors

6 Calculer un scénario parcimonieux de tri par renversements S’ depuis la permutation
quotient qui étiquette le noeud p vers 12...n.

7: sinon

8 /* p a alors le signe —/*
Calculer un scénario parcimonieux de tri par renversements S’ depuis la permutation
quotient qui étiquette le nceud p vers m...21.

10: finsi

11: Ajouter les renversements de S’ & S.

12:  fin pour

13:  Ajouter a S les renversements des feuilles et des noeuds internes linéaires de 7, dont le signe
est différent de celui de leur pere.

14: fin pour

15: Retourner le scénario S le plus court parmi tous ceux calculés dans la boucle précédente.

> O(niv/nilogn;) = O(ny/nlogn). Le calcul du nombre de renversements associés aux nceuds
internes linéaires et aux feuilles se fait a la ligne 13 en temps O(n). O

On remarque en particulier que ’algorithme 7.1 est FPT, pour le parametre k = le nombre de
neeuds premiers dans 'arbre signé de la permutation signée en entrée. On s’intéressera au cas ou
k = 0, c’est-a~dire a la classe des permutations séparables dans le paragraphe 7.3.

Avant cela, on raffine 'analyse de la complexité de I'algorithme 7.1 en démontrant dans le
paragraphe 7.2.2 que sa complexité en moyenne est polynomiale.

7.2.2 Analyse de complexité en moyenne

Un premier résultat est immédiatement déduit du théoreme 7.13 et de la forme en moyenne des
arbres de décomposition des permutations donnée par le théoreme 2.70 page 60 :

Théoréme 7.14. Avec probabilité 1, 'algorithme 7.1 fonctionne en temps O(ny/nlogn) sur les
permutations signées de taille n — oo.

Démonstration. Le seul point qu’il peut étre nécessaire de préciser est que la forme en moyenne
des arbres signés des permutations signées est identique a la forme en moyenne des arbres de
décomposition des permutations non signées sous-jacentes. En particulier, asymptotiquement et
avec probabilité 1, ces arbres ont un unique nceud premier (voir le théoreme 2.70 page 60). O

Cela démontre en particulier que l'algorithme 7.1 fonctionne en temps polynomial avec proba-
bilité 1, asymptotiquement en taille des entrées, mais cela ne prouve pas qu’il est polynomial en
moyenne. C’est pourtant ce qu’on constate sur des simulations, et c’est le résultat qu’on se propose
de démontrer maintenant.

L’analyse en moyenne de 'algorithme 7.1 est menée sous une loi de probabilité uniforme sur
I’ensemble des permutations d’une taille donnée. Evidemment, cette hypothese ne rend pas compte
d’une quelconque réalité biologique, qui estimerait que tous les ordres possibles entre les genes sont
équiprobables. Il est cependant admis qu’elle fournit un garde-fou sur la complexité de ’algorithme
lorsqu’appliqué a des données biologiques réelles.

155
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On étudie d’abord la proportion d’arbres de décomposition (de permutations non signées donc)
qui ont un nombre donné de nceuds premiers. On introduit pour cela la notation suivante :

Définition 7.15. On note 7}, , le nombre d’arbres de décomposition a n feuilles qui ont p nceuds
premiers.

La correspondance entre permutations (non signées) et arbres de décomposition étant bijective,
T, est aussi le nombre de permutations de taille n dont I'arbre de décomposition a p nceuds
premiers.

Lemme 7.16. Le nombre T, de permutations de taille n dont [’arbre de décomposition contient
. (n—1)!
p neeuds premiers, avec p > 2, est au plus 48°—;~.
On rappelle que d’apres le théoréme 2.70, pour p =1 on a T,,1 ~ n!, et que pour p =0, Ty, o
est le (n — 1)-éme nombre de Schrioder d’apreés le théoréme 3.11.

Démonstration. La preuve est par récurrence sur le nombre p de noeuds premiers. L’hypothese de
récurrence est la suivante : (H)) : Vn, T, < 48 ("2;1) L

(Hp) est vraie par vacuité pour n < 3p + 1 puisqu’un arbre avec p nceuds premiers a au moins
3p + 1 feuilles.

On commence par le cas de base p = 2, en supposant donc que n > 7. Bien qu’il n’y ait pas
unicité de cette décomposition, un arbre de taille n ayant deux nceuds premiers peut toujours étre
décomposé de la maniere suivante : un arbre 77 avec un nceud premier ol une feuille est choisie et est
dilatée par un deuxiéme arbre 73 ayant aussi un noeud premier. On remarque que |71 |+|73| = n+1.
On rappelle aussi que le nombre d’arbres a k feuilles ayant un nceud premier ne peut excéder k!.
Ainsi,

n—3 n—3
To2 <Y Kk(n+1-k)! < (n+1)!y nﬁl < ”7:11 Zk<48 )
k=4 k:4( k ) ( 4

On démontre maintenant 1'hérédité de la propriété (H,) : on suppose que (H,) est vraie et on
prouve (H,11). La démarche est similaire a celle employée pour le cas de base. En effet, un arbre
ayant p + 1 nceuds premiers peut étre décomposé (méme si cette décomposition n’est pas unique)
en un arbre 77 avec p noeuds premiers dont une feuille est dilatée par un autre arbre 75 qui a un
nceud premier. Comme expliqué plus haut, on peut supposer que n > 3(p+1) + 1. On obtient ainsi
que

Topr1 < Y. Thpk(n+1—k)!

k=3p+1
n—3
< BN k- Dk(n 1 )
: k=3p+1
ABn+1) 21
< U
>~ op . 3Zp+1 (nzl)
48(n +1)!
< ( 2;_ ) (n+1 + Z
L k= 3p+1
An+1) [ 1 s 1]
< o | +( p) )
48(n+ 1) [ 24 120
TR iy oy prp Y ey Sl (e 2 prpveg o e Y e p
A8 -1 48 240
S TSl gy e R U e s yor s pr
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7.2. Tri parfait par renversements des permutations signées

Une analyse classique et sans piege donne facilement que [% + (n— 10)% <1
pour tout n > 3(p+1) +1 > 10.
Ceci acheve la preuve du lemme 7.16. 0

Théoréme 7.17. La complezité en moyenne de lalgorithme 7.1 est O(ny/nlogn). En particulier,
cet algorithme fonctionne en temps polynomial en moyenne.

Démonstration. Il faut ici revenir aux permutations signées. Il y a 2"n! permutations signées de
taille n, et un unique arbre signé étant associé a chacune de ces permutations, il y a 2"7;, ;, arbres
signés a n feuilles et p nceuds premiers. Si on note C' la constante telle que ’algorithme 7.1 fonctionne
en temps C2Pny/nlogn sur les permutations signées de taille n dont l’arbre signé a p noeuds
premiers, la complexité en moyenne de cet algorithme est donc

C

n C n
ST ZO 2"7T,, ,2Pn+/nlogn = = STy 2Pny/nlogn.
p:

o

En notant (Sch,,) la séquence des nombres de Schroder, on déduit facilement du lemme 7.16 que
C & Cny/nl -
= E T p2Pny/nlogn < w Schy,_1 + 2n! + E 48(n — 1)!'] <50Cny/nlogn,
n! n!
p=0 p=2

concluant ainsi la preuve du théoreme 7.17. O

On peut remarquer que la constante en facteur de (ny/nlogn) dans la complexité en moyenne de
I’algorithme 7.1 reste inconnue. On démontre qu’elle est au plus 50 dans la preuve du théoreme 7.17,
mais les expériences suggerent plutot une valeur 1légerement supérieure a 2, comme illustré sur la
figure 7.2.

22 T T T T

18 + E

16 | q

14 | e

12 | q

2PT, . N
Z”i,n’p, jusqu’a n = 25.

Fi1G. 7.2 — Graphique représentant les valeurs p,, = —

157



Chapitre 7. 'Tri par renversement de permutations signées

7.3 Le cas particulier des permutations séparables

On s’intéresse dans ce paragraphe a quelques propriétés des scénarios parcimonieux de tri par-
fait par renversements calculés par I'algorithme 7.1, sur une classe restreinte d’entrées : la classe
des permutations séparables signées. La définition et quelques propriétés de cette classe (dans sa
version non signée) sont rappelées page 71. En particulier, on étudiera dans ce cadre restreint le
nombre moyen de renversements, et la taille moyenne d’un renversement dans un scénario parfait
parcimonieux calculé par 'algorithme 7.1.

Remarquons d’abord que les permutations séparables sont exactement celles dont les arbres
(signés ou de décomposition) n’ont aucun nceud premier. Cela implique en particulier que sur cette
classe d’entrée, I’algorithme 7.1 est polynomial, pas seulement en moyenne. On s’apergoit facilement
qu’il est méme de complexité linéaire dans ce cas.

En outre, les renversements du scénario parcimonieux parfait calculé par 'algorithme commutent
deux & deux : pour tous renversements I et J, soit I C J, soit J C I, soit I NJ = (). En particulier,
I'ordre entre ces renversements n’importe pas : un scénario est composé dans ce cas d’un ensemble de
renversements qui peuvent étre effectués dans n’importe quel ordre. En fait, il est méme démontré
dans [BBCPO7] que les scénarios parcimonieux parfaits pour les permutations séparables sont tous
composés des renversements décrits a la ligne 13 de ’algorithme 7.1. Dans le cas des permutations
séparables, tout nceud interne linéaire a un signe différent de son pere (si ce pére existe), et ainsi,
on peut énoncer le théoreme suivant :

Théoréme 7.18. Dans un scénario parcimonieux de tri parfait par renversements d’une permuta-
tion séparable o, les renversements correspondent a tous les neeuds internes de larbre signé Ts(o)
associé a o, sauf la racine, auzquels on ajoute tous ceux correspondant a des feuilles de Ts(o) dont
le signe est différent de celui de leur pere.

La description des permutations séparables a travers des propriétés de leurs scénarios parci-
monieux de tri parfait par renversements peut méme étre poussée plus loin : les permutations
séparables sont caractérisées par le fait que dans tout scénario parcimonieux de tri parfait par ren-
versements, tous les renversements de ce scénario commutent deux a deux. Cela vaut I’autre nom de
permutations commutantes (ou commuting permutations) a la classe des permutations séparables
dans le contexte du tri parfait par renversements.

Pour obtenir des estimations du nombre moyen de renversements et de la taille moyenne d’un
renversement dans un scénario parcimonieux parfait pour les permutations séparables, on utilise
les techniques de combinatoire analytique de [FS08] dont les principes de base sont rappelés dans
le chapitre 10.

7.3.1 Nombre moyen de renversements

On considere une permutation séparable o (non signée) de taille n, dont ’arbre de décomposition
Ts(o) n’a donc pas de nceud premier. Du point de vue des structures combinatoires, on peut donc
voir Ts(o) comme un arbre plan (les fils d’un noeud sont ordonnés) dont les noeuds internes ont arité
au moins 2, et ol on ajoute un signe @ ou © a la racine. Les signes des noeuds internes de Ts(o)
sont implicitement contenus dans cette description, sachant que les fils non feuilles d’un nceud @
(resp. ©) sont tous d’étiquette © (resp. @).

Les arbres de décomposition des permutations séparables (non signées) sont donc des arbres
de Schréder avec un signe a la racine (voir page 73 et suivantes). De la méme maniere, les arbres
signés des permutations séparables signées sont des arbres de Schréder dont la racine et les feuilles
sont toutes affectées d’un signe.
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7.3. Le cas particulier des permutations séparables

Théoréme 7.19. Le nombre moyen de renversements dans un scénario parcimonieux parfait pour
une permutation séparable signée de taille n est asymptotiquement

1++2
2

n ~1.2n.

Démonstration. D’apres le théoréeme 7.18, on peut reformuler le probleme d’estimer le nombre
moyen de renversements dans un scénario parcimonieux de tri parfait par renversements pour une
permutation séparable signée o en celui de calculer le nombre moyen de nceuds internes (sauf la
racine) dans I'arbre signé T's(o) associé, ainsi que le nombre moyen de feuilles dans cet arbre dont
le signe differe de celui de leur pere.

Pour une permutation de taille n, le nombre de feuilles dans T's(o) qui ont un signe différent
de celui de leur pére est en moyenne n/2, puisque les signes d’une feuille et de son pére sont
indépendants.

Le nombre moyen de noeuds internes dans un arbre de Schroder ne varie pas selon qu’on considere
des arbres de Schréder signés a la racine ou non. On s’intéresse donc au calcul du nombre moyen de
nceuds internes dans un arbre de Schréder standard (non signé). Pour ce faire, on utilise la méthode
symbolique de [FS08].

On définit la série génératrice bivariée S(z,y) = >\, Sn7kx"yk ol Sy, i, est le nombre d’arbres
de Schroder ayant n feuilles et k nceuds internes. Le nombre moyen de nceuds internes dans un
arbre de Schroder a n feuilles est donné par

Zk ksn,k . [xn]%?y)‘y=1
>k Snk [z"]S(z, 1)

Comme illustré en figure 7.3, on peut décrire récursivement un arbre de Schréoder comme étant
une feuille ou un neeud interne ayant au moins deux fils, qui sont eux-mémes des arbres de Schréder.

4

S=e -+ S

Fi1a. 7.3 — Description récursive de la classe combinatoire des arbres de Schroder.

Par conséquent, la série S(z,y) satisfait 'équation

S(z,y)?

S(z,y) = 36-1-3/%,

et la résolution de cette équation donne

x —/(z 2 4x
S(I’y):( +1) \/é(ytuli) da(y+1) (7.1)

On étudie d’abord le comportement asymptotique de la séquence ([z"]S(z,1)), qui correspond
aux (petits) nombres de Schroder, dont la séquence porte la référence A001003 dans [Slo07]. Ces
petits nombres de Schroder (r,) sont reliés aux nombres de Schroder standards (Schy,) par I'identité
2r, = Sch,, pour tout n > 1.

Etude asymptotique de [x"]S(x,1). D’apres 1’équation 7.1, on a

(1) - JErross @+ /0- 5250 - 55)
S(xz,1) = 1 = 1 ,
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Chapitre 7. 'Tri par renversement de permutations signées

ce qui nous donne 1’équivalent suivant lorsque z — 3 — 2v/2, z < 3 — 2V/2
2 2 3—2v2

En appliquant les techniques de [F'S08, chapitres 4 et 6], on obtient I’équivalent suivant des
coefficients [z"]S(z, 1) quand n — oo :

S(x,1) ~

3WV2—4 2v/3)" 1

[z"]S(z,1) ~ 1 3+ T

Etude asymptotique de [z ]85

D’apres ’équation 7.1, on a

e

95(z), (=1 @4 1)/t 1P s
RN (el i |
L’expression ci-dessus permet de calculer un équivalent de 2 ’y) l|y=1 lorsque x — 3 — 2v/2,
x < 3 —2v/2. Plus précisément,
0S(z,y) 3 - 2\[ x )12,

Ay |y=1 4\/7 _2\/5

Avec la méme technique que précédemment, on en déduit un équivalent des coefficients [z
quand n — oo :

35(9373/
"] ly=1

0S(z,y) - —2V/2 ST EVE (31 9B)n

2" ey L
dy Ty 3\/5 —4 v
Combiner ces résultats pour conclure.
On obtient alors facilement 1’équivalent asymptotique attendu du nombre moyen de nceuds
internes dans un arbre de Schroder a n feuilles :

2% = 323w
7S(x, 1) 324 V2

On peut remarquer que ce nombre moyen de nceuds internes tient compte de la racine (dans le
cas ou elle n’est pas une feuille, ¢’est-a-dire des que n > 1.)

Etant donné un arbre de Schréder A n feuilles, il y a 2" manieres de lui ajouter des signes pour
en faire un arbre signé d’une permutation séparable signée (choix d’un signe parmi 2 pour la racine
et pour chacune des feuilles). On a déja remarqué que cette décoration par des signes ne change pas
le nombre moyen de noeuds internes. Ainsi, le nombre moyen de noeuds internes dans ’arbre signé
Ts(0) d’'une permutation séparable signée o de taille n est asymptotiquement équivalent a % Tous

ces neeuds internes correspondent a des renversements dans un scénario parcimonieux de tri parfait
par renversements pour o, sauf la racine qu’il faut soustraire, ce qui n’affecte pas I’asymptotique.
Enfin, il suffit d’ajouter les renversements associés aux feuilles de T's(o) pour obtenir que le nombre
moyen de renversements dans un scénario parcimonieux de tri parfait par renversements pour une
permutation séparable signée est

1+v2

2

O]

Il faut remarquer dans la preuve du théoréme 7.19 qu’il apparait qu'une grosse proportion
(presque la moitié) des renversements dans un scénario parcimonieux de tri parfait par renverse-
ments d’une permutation séparable signée sont de taille 1. Cette propriété a été observée en pratique
sur des génomes de bactéries (voir [LEMTS03]).
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7.3.2 Taille moyenne d’un renversement

Toujours dans les scénarios parcimonieux de tri parfait par renversements pour les permuta-
tions séparables signées, on s’intéresse maintenant & l’estimation de la valeur moyenne d’un autre
parametre : la taille moyenne d’un renversement.

Théoréme 7.20. La taille moyenne d’un renversement dans un scénario parcimonieux parfait
pour une permutation séparable signée de taille n est asymptotiquement

27/4\/3 — 21/2

vn ~ 1.02v/n.
142 vn

Démonstration. On veut évaluer le ratio entre la valeur moyenne de la somme des tailles des
renversements dans un scénario parcimonieux parfait pour une permutation séparable, et le nombre
moyen de renversements dans un tel scénario. Le théoreme 7.19 donne la deuxiéme de ces valeurs,
on se concentre donc sur le calcul de la premiere.

La taille d’un renversement associé a un nceud = dans l'arbre signé d’une permutation séparable
signée est égale au nombre de feuilles dans le sous-arbre de racine . On dira que la taille d’un sous-
arbre est le nombre de feuilles qu’il contient. On commence donc par calculer la valeur moyenne de
la somme des tailles de tous les sous-arbres dans un arbre de Schroder (standard). Comme avant,
on obtiendra ainsi la valeur moyenne de la somme des tailles de tous les sous-arbres dans un arbre
signé d’une permutation séparable signée, ’étiquetage par des signes n’influencant pas cette valeur
moyenne. En revanche, on compte dans ’ensemble des sous-arbres celui enraciné a la racine de
I’arbre, et aussi toutes ses feuilles, qui ne correspondront pas a des renversements.

On définit une nouvelle série génératrice bivariée (notée encore S(z,y), bien qu’elle soit légérement
différente de celle définie dans la preuve du théoréme 7.19) par S(z,y) = >} , Sy kx™y* olt S,k
représente le nombre d’arbres de Schroder & n feuilles et dont les tailles des sous-arbres (y compris
Parbre entier et les sous-arbres réduits a des feuilles) somment a k. La valeur moyenne de la somme
des tailles de tous les sous-arbres dans un arbre de Schroder a n feuilles est donc donnée par :

S kS [
S Sk [@"S(x 1)

Comme dans la preuve du théoréme 7.19, un arbre de Schroder peut étre décrit récursivement
comme étant soit une feuille, soit un nceud interne racine ayant au moins deux fils, qui sont eux-
mémes des arbres de Schroder. Dans le deuxieme de ces cas, les sous-arbres a prendre en compte
sont les sous-arbres contenus dans chacun des fils de la racine, plus 'arbre lui-méme, ce qui conduit
a I’équation fonctionnelle suivante

S(ay,y)®
1 - S(xy,y)

Cette équation faisant intervenir a la fois S(z,y) et S(zy,y), on ne peut pas en extraire une
expression de S(z,y) comme dans la preuve du théoreme 7.19. Mais la quantité qui nous intéresse
(la valeur moyenne de la somme des tailles de tous les sous-arbres dans un arbre de Schroder a n
feuilles) est obtenue par la formule

S(x,y) =xy + (7.2)

Zk kSn,k _ [‘Tn]%z’y)‘y:l
> ok Snk [z7]S(z,1)

de sorte qu’il n’est pas nécessaire de calculer S(x,y) mais seulement S(x, 1) et %Z’y)b:l‘
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Chapitre 7. 'Tri par renversement de permutations signées

Etude asymptotique de [2"]S(z,1).

. C’est la méme fonction que dans la

_ (z41)—y/(z+1)2 -8z
4

D’apres I'équation 7.2, on a S(z,1) =
preuve du théoreme 7.19, et on obtient donc que

V3V2 -4

4

1

[@")S(2,1) ~ (3+2v2)"

ﬁ
S
w0

4 y 8S(I7y
FEtude asymptotique de —

T
y ly=1-

En dérivant I’équation 7.2 et en évaluant le résultat de cette dérivation en y = 1, on obtient le
systeme :

T —(T 2
B(2,1) = 1+ 85 (w,1) - Sl

I e

x
(z4+1)—+/(z+1)2—8z
4

De ce systeéme, on peut extraire 1’expression suivante, ou S(z, 1) vaut
calculé plus haut :

comie

0S(z,y) oS x avee O — 25(z,1) — S(x,1)?

oy T gy = o (1—5(x,1))?

La singularité la plus proche de Porigine est 3 — 2v/2, et le développement de Taylor autour de
cette singularité donne :

85(3:,3/)’ o~ 3—2v2 .
ay 20— 3—:26\/5)

En appliquant les techniques de [FS08], on aboutit & un équivalent des coefficients [x"]%ﬁ’y) ly=1

quand n — oo donné par la formule :

0S(z,y) 3—2v2

)~ SR 3 42V

La moyenne de la somme des tailles de tous les sous-arbres d’un arbre de Schréder a n feuilles
est alors donnée par :

. /o
Y ~2%1/3 —2v2 V3,
EOEERY 3o 2v2 e

Cet équivalent est donc aussi celui de la valeur moyenne de la somme des tailles des sous-arbres
de Ts(o) pour une permutation séparable signée o de taille n.

Pour obtenir la valeur moyenne de la somme des tailles des renversements dans un scénario
parcimonieux parfait pour o, il faut lui soustraire la taille des sous-arbres qui ont été comptés en
trop : 'arbre lui-méme (de taille n) et les feuilles de 'arbre (n feuilles de taille 1). Enfin, il n’y a
pas seulement les renversements associés aux nceuds internes (sauf la racine) de Ts(o) a prendre
en compte : il faut aussi ajouter la contribution des renversements de taille 1 associés aux feuilles
dont le signe est différent de celui de leur pere (n/2 en moyenne). Ces ajustements sont négligeables
devant I’asymptotique obtenue.

Ainsi, en divisant finalement par le nombre moyen de renversements dans un scénario parci-
monieux parfait pour une permutation séparable signée o de taille n (obtenu au théoréeme 7.19),
on aboutit au résultat annoncé dans le théoreme 7.20. O

Ce chapitre illustre bien les raffinements dans I’étude des algorithmes que peut apporter une
analyse combinatoire. En effet, bien que ’algorithme 7.1 que nous avons étudié dans tout ce chapitre
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7.3. Le cas particulier des permutations séparables

était déja connu, on disposait de peu de résultats sur sa complexité, et sur les scénarios qu’il cal-
cule. Avec I'outil combinatoire des arbres de décomposition, on a démontré que sa complexité, bien
qu’exponentielle en générale, est polynomiale en moyenne. Les techniques de combinatoire analy-
tique ont aussi permis d’évaluer la valeur moyenne de deux parametres (nombre de renversements et
taille d’un renversement) des scénarios calculés par cet algorithme dans le cas restreint des permuta-
tions séparables. Il serait intéressant d’utiliser cette approche combinatoire pour I'analyse d’autres
problemes et algorithmes, en particulier issus du champ bio-informatique. Un premier probléeme
qu’on pourrait envisager serait 1’étude des scénarios parfaits de réarrangements dans le modele de
Double-Cut-and-Join (défini dans [BCCT08]) pour lequel les instances faciles & résoudre (c’est-a-
dire polynomiales) sont celles difficiles a résoudre dans le modele du tri parfait par renversements,
et vice-versa.
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Chapitre 7. 'Tri par renversement de permutations signées
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Quatrieme partie

Etude de la nature des séries
génératrices des classes de
permutations

« Vous ne les comblerez point de
formules qui sont vides, mais d’images
qui charrient des structures. »

Antoine de Saint-Exupéry, Citadelle
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Automatisation du calcul des séries
génératrices dans des classes de
permutations “structurées”

L’idée de “structure” dans les classes de permutations

Les guillemets dans le titre de cette introduction a la quatrieme partie se veulent porteurs du
message que la structure d’une classe de permutations n’est pas une propriété formellement définie,
mais plutot un ensemble de caractéristiques qui suggerent qu’une structure intrinseque est présente
dans les permutations de cette classe, lui conférant en particulier de “bonnes” propriétés du point
de vue combinatoire.

On pourrait dire que lorsqu’on y est confronté, la structure d’une classe de permutations “se voit
bien”, par exemple parce qu’il y a une signification profonde pour 'appartenance d’une permutation
a la classe. Cependant, il n’existe pas pour 'instant de maniere canonique de définir formellement
qu'une classe de permutations est structurée (et on peut douter qu’il en existera une un jour).

L’étude de la structure des classes de permutations est une maniéere de prendre du recul sur les
travaux combinatoires existants concernant les classes de permutations. Plutot que de s’attacher
aux propriétés particulieres d’une classe donnée, elle explore des propriétés générales des classes,
et les conséquences que peuvent avoir ces propriétés, en combinatoire ou en algorithmique. Les
développements de cette partie illustrent qu’une bonne connaissance de la structure des classes de
permutations permet de concevoir des algorithmes plus efficaces, et d’obtenir systématiquement
certaines propriétés combinatoires.

Sans définir I'idée de structure d’une classe de permutations, on propose de I'expliciter, a travers
quelques exemples de criteres rencontrés dans les chapitres précédents de cette these qui peuvent
indiquer qu'une classe de permutations est structurée.

Lorsque les permutations appartenant & une classe C peuvent étre décrites récursivement comme
composées de permutations de C plus petites, cela laisse apparaitre une structure dans la classe
C. C’est ce qui se produit par exemple pour les permutations triables par pile, définies page 84
comme celles qui s’écrivent InJ, pour deux permutations I et J triables par pile. Le méme type
de description récursive justifie aussi que la classe des permutations séparables (voir page 71 et
suivantes) est structurée, puisque ces permutations se décomposent en une concaténation (positive
ou négative) de permutations séparables plus petites.

Les nombreuses caractérisations des permutations séparables autorisent d’autres manieres de
faire apparaitre la structure de cette classe. Les permutations séparables peuvent par exemple
étre codées par leurs arbres de séparation, qui sont des objets possédant une structure explicite,
transmise aux permutations.

La base de motifs exclus qui caractérise la classe des permutations séparables est {2413,3142},
c’est-a-dire que cette base est composée des deux permutations simples de taille 4, qui apparais-
sent I'une ou l'autre comme motif dans toute permutation simple de taille supérieure. Ainsi, la
base de cette classe satisfait une propriété particuliere qui confere une structure aux permutations
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Automatisation du calcul des séries génératrices dans des classes de permutations “structurées”

séparables. Parmi les classes dont la structure est justifiée par une base de motifs exclus possédant
de bonnes propriétés, on peut penser aussi a toutes les classes fermées par produit de substitution,
caractérisées par le fait que leur base est composée exclusivement de permutations simples.

Sans aller jusqu’aux classes fermées par produit de substitution, le produit de substitution est
un moyen de structurer une classe : une classe décrite comme produit de substitution de deux
classes dont on comprend bien la structure est évidemment elle aussi structurée. Ce principe n’est
pas valable seulement pour le produit de substitution mais pour toute méthode de construction de
classes a partir de classes plus petites,

On peut encore mentionner les classes de permutations qui sont décrites comme celles calculées
par des permuting machines, ou d’autres machines de mélange, tels des dispositifs de tri a partir
de piles et de files. Des exemples de cette nature apparaissent des l'article [AS02], ou est défini le
produit de substitution, et ou la question de la structure des classes de permutations est posée pour
la premiere fois, dans un but d’énumération par séries génératrices.

On cite enfin le cas ou la structure d’une classe réside dans un codage de ses permutations par
des mots. Il peut s’agir par exemple d’un codage par un langage sur un alphabet fini (comme on va
le voir pour les permutations en épingles) ou par utilisation du principe d’insertion encoding qu’on
a brievement présenté a la fin du chapitre 1.

Dans certains cas, la maniere dont émerge la structure d’une classe de permutations peut étre
directement mise & profit pour obtenir des résultats sur la séquence d’énumération de cette classe,
a travers sa série génératrice.

C’est le cas par exemple pour les descriptions récursives associées aux formalismes des arbres
de génération ou de la méthode ECO. Les regles de production des permutations de taille n + 1 a
partir de celles de taille n donnent des équations satisfaites par les séries génératrices, et le calcul
de ces équations a partir du systeme de regles de réécriture est automatique.

On s’intéresse dans la suite a une autre fagon de faire émerger la structure dans les classes de
permutations, qui utilise la décomposition par substitution, et qui permet aussi d’extraire automa-
tiquement (des équations satisfaites par) les séries génératrices des classes.

On s’apercoit que dans ces deux cas, la structure des classes se retrouve dans leurs séries
génératrices, et les propriétés de ces séries génératrices (comme étre rationnelle ou algébrique)
deviennent des témoins de la structure des classes considérées.

Les étapes du calcul automatique des séries génératrices

On décrit plus en détails ici un outil pour rechercher une forme de structure dans une classe de
permutations. Les travaux exposés dans cette partie IV seront, a des degrés plus ou moins directs,
consacrés a la mise en ceuvre de cet outil.

Le théoreme fondamental sur lequel repose le cheminement exposé dans la suite est di a
M. H. Albert et M. D. Atkinson dans [AA05]. On a déja mentionné ce résultat a plusieurs reprises
dans les pages qui précedent. Il énonce que :

Théoréme. [AAO05]. Pour toute classe de permutations C, si C contient un nombre fini de per-
mutations simples, alors la base de C est finie et la série génératrice de C est algébrique.

Outre le caractere tres général du résultat, une grande force de ce théoréme est que sa preuve
fournit une méthodologie pour poser un systeme d’équations fonctionnelles satisfait par la série
génératrice de la classe, et offre ainsi les moyens de calculer cette série automatiquement, connaissant
les permutations simples de la classe. La démonstration repose sur la décomposition par substitution
des permutations, et méme si elle n’est pas formulée en termes d’arbres de décomposition, ce
formalisme est trés adapté ici pour automatiser la méthodologie proposée pour le calcul de la série
génératrice.
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Une question algorithmique naturelle est soulevée par le théoréeme de [AAO05] : peut-on tester
I’hypothese de ce théoreme, ¢’est-a-dire peut-on algorithmiquement décider si une classe de permu-
tations contient un nombre fini de permutations simples ?

Une premiere réponse est donnée dans [AAO5], en utilisant un résultat de J. H. Schmerl et
W. T. Trotter dans [ST93|, qui figure dans cette these comme le théoreme 2.27. Ce théoreme
énonce que toute permutation simple de taille n > 5 contient (en tant que motif) une permutation
simple de taille n—1 ou n—2. Il assure donc que la classe C contient un nombre fini de permutations
simples si et seulement s’il existe deux tailles consécutives n et n+1 telles que C ne contienne aucune
permutation simple de taille n ou n + 1.

Une maniere de tester si une classe C contient un nombre fini de permutations simples est donc
de tester par taille n croissante si C contient des permutations simples de taille n (en mémorisant au
passage lesquelles pour pouvoir calculer effectivement la série génératrice dans le cas ou le nombre
de permutations simples serait fini). Si 'on trouve deux tailles consécutives n et n+1 pour lesquelles
C ne contient pas de permutations simples, le résultat de J. H. Schmerl et W. T. Trotter assure que
toutes les permutations simples de C sont de taille inférieure & n. On a donc mis en évidence que
C contient un nombre fini de permutations simples, et on connait ces permutations.

Le premier probleme de cette procédure est qu’il s’agit seulement d’un semi-algorithme : la
procédure ne termine que lorsque C contient un nombre fini de permutations simples, et rien ne
permet de ’assurer a ’avance. Le second probleme est la complexité, fortement exponentielle, de
cette procédure naive, qui interdit de la voir fonctionner sur des classes contenant des permutations
simples de taille supérieure a 9 ou 10, quand bien méme ces classes contiendraient un nombre fini
de permutations simples.

R. Brignall, N. Ruskuc et V. Vatter se sont penchés dans [BRV0S8] sur le premier de ces deux
problemes. Dans cet article, sous 'hypothese que la classe C est décrite par sa base finie de motifs
exclus, les trois auteurs fournissent une procédure effective pour tester si le nombre de permutations
simples dans la classe est fini. L’idée est bien str d’appliquer ensuite le théoreme de [AA05] pour
obtenir I'algébricité de la série génératrice.

Les différentes étapes de la procédure de [BRVOS8] seront présentées dans le chapitre 9. On
peut d’ores et déja annoncer que cette procédure est effective, mais qu’aucune étude de complexité
n’est faite dans [BRV08]. Apres une analyse attentive, la procédure décrite dans [BRV0S] s’avere
exponentielle. On proposera dans le chapitre 9 un algorithme polynomial adapté de celui de [BRV0S]
pour décider si une classe donnée par sa base finie contient un nombre fini de permutations simples
ou non.

Le second probleme, a savoir celui de calculer les permutations simples qui appartiennent a une
classe sachant que leur nombre est fini, n’a pas été étudié jusqu’ici. Reste bien sir la méthodologie
utilisant le théoreme de J. H. Schmerl et W. T. Trotter, qui est promue au rang d’algorithme par la
procédure de décision de [BRVO0S] : si 'on sait décider a priori qu’une classe C contient un nombre
fini de permutations simples, on obtient une garantie sur la terminaison de la procédure cherchant
les permutations simples de C par taille croissante. Mais pour achever de rendre vraiment effectif
le théoreme de [AAQ5], il faudrait trouver un algorithme plus efficace que cette procédure naive
calculant les permutations simples qui appartiennent a une classe.

La classe des permutations en épingles

Cette classe de permutations a été introduite dans la procédure de décision de [BRVO08| permet-
tant de savoir si une classe de permutations donnée par sa base finie contient un nombre fini de
permutations simples. Elle y joue un réle fondamental.

Les deux chapitres de la partie IV se concentrent sur les permutations en épingles, dans le but
d’améliorer la procédure de décision de [BRVOS].
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Automatisation du calcul des séries génératrices dans des classes de permutations “structurées”

Il faut remarquer que la classe des permutations en épingles est a la fois un exemple de classe
dont la structure interne peut étre mise en évidence grace aux arbres de décomposition, et un outil
pour exhiber une structure dans d’autres classes de permutations, en montrant qu’elles contiennent
un nombre fini de permutations simples.

Dans le chapitre 8, on mene une étude approfondie de la classe des permutations en épingles. Ces
permutations n’étant décrites que par une propriété graphique, on en donne une caractérisation
plus utilisable aussi bien combinatoirement qu’algorithmiquement : on caractérise les arbres de
décomposition qui correspondent a des permutations en épingles. La preuve de ce résultat est
plutot technique, et repose sur une analyse fine des représentations en épingles des permutations.
Une premiere conséquence de cette caractérisation des permutations en épingles est qu’elle permet
le calcul de la série génératrice associée a cette classe. Il était conjecturé dans [BRVO0S8] que la série
génératrice des permutations en épingles était rationnelle, puisque ces permutations peuvent étre
codées par un langage rationnel de mots, mais sans qu’il y ait unicité du codage. Le résultat obtenu
est une série génératrice rationnelle, répondant ainsi par I'affirmative a cette conjecture. On termine
le chapitre 8 en s’intéressant a la base de la classe des permutations en épingles, et en démontrant
que cette base est infinie. Ceci répond a une autre remarque de [BRV08], qui jugeait “peu évident”
le caractere fini de la base de la classe des permutations en épingles. Les résultats du chapitre 8
sont présentés dans [BBR09].

Le chapitre 9 reprend la procédure de [BRVOS] permettant de décider si le nombre de per-
mutations simples dans une classe C est fini, et s’attache a transformer cette procédure en un
véritable algorithme, de complexité polynomiale. Le principe de fonctionnement reste fondamen-
talement inchangé : construire un automate qui accepte les mots d’épingles stricts des permutations
en épingles propres appartenant a C, et tester si le langage accepté par cet automate est fini. Mais
il y a plusieurs points qu’il faut analyser avec attention pour éviter une explosion combinatoire, et
conserver le caracteére polynomial. Un premier point, évident avec la caractérisation du chapitre 8,
consiste & proposer un algorithme testant si une permutation donnée est ou non une permutation
en épingle. Les deux principales difficultés sont de savoir décrire précisément I’ensemble des mots
d’épingles associés a une permutation en épingles o, puis de construire en temps polynomial un
automate déterministe qui accepte les mots d’épingles stricts associés aux permutations en épingles
propres dont ¢ est motif. Pour résoudre la premiere, on utilise la caractérisation du chapitre 8,
et une étude la encore assez technique permet de comprendre comment sont formés tous les mots
d’épingles associés a une permutation en épingles. Pour la seconde, on construira les automates
cherchés par récurrence, en utilisant I’astuce d’une lecture de droite a gauche des mots d’épingles
pour obtenir des automates qui soient déterministes. En mettant bout a bout ces différents points,
on obtient un algorithme testant en temps polynomial si une classe donnée par sa base finie de
motifs exclus contient un nombre fini de permutations simples. L’article [BBPR] en préparation
reprendra le contenu du chapitre 9.

170



Chapitre 8

Arbres de décomposition des
permutations en épingles, et série

génératrice de la classe
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Chapitre 8. Arbres de décomposition des permutations en épingles, et série génératrice de la classe

Les permutations en épingles sont au cceur de la procédure développée par R. Brignall, N. Ruskuc
et V. Vatter dans [BRVO08] pour décider si une classe donnée par sa base finie contient un nombre
fini ou non de permutations simples, ce qui est un critere suffisant pour que la série génératrice de la
classe soit algébrique. Bien que le travail [BRV08| soit tres récent, les permutations en épingles en
elles-méme, mais aussi des techniques consistant & insérer des épingles dans des permutations, ont
été utilisées dans d’autres travaux contemporains de [BRV08|. On peut citer par exemple [Bri07], ou
les épingles sont un outil pour ’étude du produit de substitution sur les permutations, et permettent
de construire des classes ayant des bases infinies, [Bria] qui s’intéresse & une famille particuliere de
classes de permutations (les grid classes) et propose aussi des constructions d’antichaines infinies a
base d’épingles, ou encore [ARS] qui s’attache & donner une compréhension approfondie des classes
de permutations fermées par produit de substitution.

Ce chapitre est entierement consacré a I’étude de la classe des permutations en épingles. On en
donne au théoreme 8.25 une caractérisation a partir de leurs arbres de décomposition, permettant de
calculer la série génératrice de cette classe (théoreme 8.58), qui se trouve étre rationnelle. Enfin, on
verra avec le théoreme 8.64 que la base de motifs exclus caractérisant les permutations en épingles
est infinie.

8.1 Définitions et propriétés autour des permutations en épingles

Le début de ce chapitre rappelle les définitions et propriétés essentielles sur les permutations en
épingles et les notions associées.

8.1.1 Représentations en épingles et permutations en épingles

Définition 8.1. La boite englobante (ou bounding box) d’un ensemble E de points d’une per-
mutation, donnée par sa représentation graphique, est le plus petit rectangle (dont les cotés sont
horizontaux et verticaux) qui contienne tous les points de E (voir un exemple en figure 8.1). Cette
boite englobante définit neuf régions du plan :
— les cotés de la boite englobante, notés U, L, R et D (pour up, left, right et down), comme sur
la figure 8.1),
— les coins de la boite englobante, aussi appelés quadrants, et numérotés 1,2,3 et 4 comme
indiqué sur la figure 8.1).
— et la boite englobante elle-méme.

. ®

° Ol

@ | @

F1c. 8.1 — Représentation graphique de la permutation o = 12131131710298564 et boite en-
globante de I’ensemble des points {7,2,9,5,6}.
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8.1. Définitions et propriétés autour des permutations en épingles

On généralise tres légerement la notion de représentation graphique d’une permutation. Un
diagramme est un ensemble de points du quart de plan positif, a coordonnées entieres, tels que
deux d’entre eux ne sont jamais alignés horizontalement ou verticalement. Tout diagramme est
isomorphe a la représentation graphique d’une permutation, en effacant les lignes et les colonnes
ne contenant aucun point. Les points d’un diagramme sont aussi appelés des épingles. Dans un
diagramme, on dit qu'une épingle p; sépare deux ensembles de points E et F' disjoints lorsque E
et F' se trouve de part et d’autre d’une ligne, soit horizontale soit verticale, passant par p;.

Définition 8.2. Soit ¢ € S, une permutation. Une représentation en épingles (en anglais, pin
representation) de o est une séquence de points (p1,p2,...,pn) de la représentation graphique de
o (qui couvre tous ses points) et telle que chaque point p;,7 > 3 satisfasse les deux conditions
suivantes :

— la condition d’extériorité : p; se trouve a lextérieur de la boite englobante de {p1,...,pi-1},

soit la condition de séparation :
p; sépare p;_1 de {p1,...,pi—2},
soit la condition d’indépendance :

p; n'est pas sur les cotés de la boite englobante de {p1,...,pi—1}

On dit qu’une épingle satisfaisant les conditions d’extériorité et d’indépendance (resp. de séparation)
est une épingle indépendante (resp. séparante). Un exemple de représentation en épingles est donné
sur la figure 8.2.

b7
® P8
°
® D3
® D4
°
e | P2
P1 ®
® D5
DPe

F1a. 8.2 — Une représentation en épingles de la permutation 0 = 18364257. Toutes les épingles
p3, ..., ps sont séparantes, sauf pg qui est indépendante.

Remarque 8.3. Il apparait clairement dans la définition 8.2 que les deux premiers points py et po
d’une représentation en épingles jouent le méme role, et peuvent étre intervertis dans la séquence
(p1,p2,- -, pn) sans qu’on altére la propriété de cette séquence d’étre une représentation en épingles :
si (p1,p2,P3,--.,Pn) est une représentation en épingles, alors (p2, p1,p3, ..., Pn) aussi.

Les représentations en épingles selon la définition 8.2 sont plus restreintes que les séquences
d’épingles (pin sequences) au sens de [BHV08a, BRVO0S] : une représentation en épingles doit
couvrir tous les points d’une permutation, alors que cette condition n’est pas forcément vérifiée
par une séquence d’épingles. Cette différence justifie le changement de terminologie. Remarquons
cependant que les représentations en épingles propres sont les mémes objets que les séquences
d’épingles propres définies dans [BHV08a].

Définition 8.4. Soit o € §,, une permutation. Une représentation en épingles propre de o est
une représentation en épingles (pi, po, ..., pn) de o ou toute épingle p;, pour i > 3, est une épingle
séparante.
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Chapitre 8. Arbres de décomposition des permutations en épingles, et série génératrice de la classe

Certaines permutations n’admettent pas de représentation en épingles : c’est le cas par exemple
de 0 =71238456. Cette remarque autorise a définir les permutations en épingles.

Définition 8.5. On appelle permutation en épingles toute permutation admettant une représen-
tation en épingles.

Remarque 8.6. Une méme permutation en épingles peut admettre plusieurs représentations en
épingles, comme l'illustre la figure 8.3

pr Ds
) P8 ® Pe
® )
® P3 ® D1
® D4 ® D3
° P2 @
e | P2 [
P1 ® Ps5 )
[ Ps ® 2
Pe pr

Fia. 8.3 — Deux représentations en épingles de 0 =18364257.

Les permutations en épingles forment, comme on pouvait s’y attendre, une classe de permuta-
tions.

Lemme 8.7. L’ensemble des permutations en épingles est une classe de permutations. En outre,
st p est une représentation en épingles d’une permutation o, alors pour tout motif m de o, une
représentation en épingles pour m peut étre extraite de p, en conservant les points p; qui forment
une occurrence de m dans o.

Ce résultat est mentionné sans preuve dans [BRV08]. Par souci d’exhaustivité, on en donne une
preuve ci-dessous.

Démonstration. Soit o une permutation en épingles, p = (pi, . .., p,) une représentation en épingles
de o, et m un motif de o. On note p;,, pi,, - .., Pi,, avec i1 < i < ... < iy, les points de p qui forment
une occurrence de 7 dans o. En posant g; = p;; pour tout j, on affirme que ¢ = (q1,...,qr) =
(Piy, - - -, piy,) est une représentation en épingles de 7, ce qui démontrera le lemme 8.7.

On prouve que pour tout j > 1, g; satisfait soit les conditions d’extériorité et d’indépendance,
soit les conditions d’extériorité et de séparation, par rapport a {qi,...,¢j—1}. On distingue deux
cas, selon les conditions satisfaites dans p par p;; par rapport a {p1,...,p;;—1}

® D5 — ps satisfait la condition de séparation
D7 ® D6 dans p et la condition d’indépendance
° dans ¢
D3 d — pr satisfait la condition
. ® P4 d’indépendance dans p et dans ¢
1| ep2 — ps satisfait la condition de séparation
0 dans p et dans ¢

FiG. 8.4 — Les différents cas dans la preuve du lemme 8.7 sur une représentation en épingles p de
o =281342756. Les éléments 8, 1, 4 et 7 forment dans ¢ une occurrence du motif 7 = 4123.
La représentation en épingles extraite ¢ = (q1,92,93,94) = (p3, ps,p7,Ps) correspondant a cette
occurrence de 7 est indiquée par des points entourés.
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— Si p;; satisfait les conditions d’extériorité et d’indépendance par rapport a {p1,...,pi;~1},
alors g; satisfait aussi ces conditions par rapport a {p;,,... ,pi(j_l)} ={q, .., qj-1}

— Si p;; satisfait les conditions d’extériorité et de séparation par rapport a {p1,..., pij_l},
Qn distingue encm:e deux sous-cas, selon que i(;_1) = i; —1 ou i1y < 4j — 1 Sty =
ij — 1, alors p;; sépare p;;—1 = Pig; 1) de {p1,... 7]%‘(]-,1)—1}7 de sorte que g; sépare g;_1 de
{q1,...,q;—2}. Ainsi g; satisfait les conditions d’extériorité et de séparation dans ¢. Sinon,
c’est-a-dire sii(;_1) < i;—1, alors p;; les conditions d’extériorité et d’indépendance par rapport
a {p1,...,pi;—2}, de sorte que g; satisfait les conditions d’extériorité et d’indépendance par
rapport a {qi,...,qj—1}

O

Parmi les motifs d’une permutation en épingles o, on utilisera souvent le lemme 8.7 sur les motifs
qui correspondent & des blocs (ou intervalles) de o, et on propose donc un énoncé du lemme 8.7
pour ce cas restreint :

Conséquence 8.8. Si o est une permutation en épingles, alors toute permutation associée a un
bloc de o est aussi une permutation en épingles.

Les permutations en épingles correspondent aux permutations qui sont codées par des mots
d’épingles (voir définition 8.11) dans la terminologie de [BHV08a, BRV08]. Dans cet article, R. Brig-
nall; N. Ruskuc et V. Vatter formulent la conjecture suivante :

Conjecture 8.9. La classe des permutations en épingles a une série génératrice rationnelle.

Ce chapitre (sauf le paragraphe 8.5) est consacré & la preuve de cette conjecture, qui est obtenue
en donnant une formule explicite pour la série génératrice des permutations en épingles.

8.1.2 Représentations en épingles et mots d’épingles
On décrit tout d’abord quelques propriétés générales des représentations en épingles.

Lemme 8.10. Soit (p1,...,pn) une représentation en épingles de o € S,. Alors pour tout i €
{2,...,n— 1}, sl existe un point x sur les cités de la boite englobante de {pi,...,p;}, alors il est
unique et T = p;41.

Démonstration. On s’intéresse a la boite englobante de {pi1,p2,...,pi}, et on considére un point
x sur les cotés de cette boite englobante. Sans perte de généralité, on peut supposer que x est
au-dessus de la boite englobante considérée. Par définition d’une boite englobante, et comme elle
contient au moins deux points, x sépare {p1,...,p;} en deux sous-ensembles S; et Sy non vides.
D’autre part, il existe un entier £ > i tel que * = pyi1. En supposant que ¢ > i, la boite
englobante de {p1,...,ps} contient celle de {p1,...,p;}, mais ne contient pas x. Le point x est donc
toujours au-dessus de la boite englobante de {p1,...,p¢}. Par conséquent, x ne satisfaisant pas la
condition d’indépendance, il doit satisfaire la condition de séparation : x sépare py de p1,...,pr_1.
Or, 51,52 C{p1,...,pe—1} et x sépare S; de Sy, conduisant a une contradiction. O

Dans [BRV08], R. Brignall, N. Ruskuc et V. Vatter utilisent un codage des représentations en
épingles par des mots : les pin words. Dans ce codage, a toute représentation en épingles correspond
un mot sur 'alphabet {1,2,3,4} U {R, L,U, D}, que l'on appellera mot d’épingles (en anglais pin
word), et défini de la fagon suivante :

Définition 8.11. Soit (p1,pe, ..., pn) une représentation en épingles d’une permutation en épingles
o. Pour tout k > 2, I’épingle pry1 est codée par une lettre selon les regles suivantes :
— si elle sépare p de 'ensemble {p1,po,...,pr_1}, alors elle se trouve sur I'un des cotés de la
boite englobante de {p1,p2,...,pk}, et pr+1 est codé par L, R,U ou D, selon sa position,
comme indiqué sur la figure 8.1,
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— si elle satisfait les conditions d’extériorité et d’indépendance, et par 1a méme se trouve dans
un des quadrants 1,2, 3 ou 4 définis sur la figure 8.1, alors le numéro du quadrant est la lettre
codant pi,1 dans le mot d’épingles.

Pour le codage de p; et po, on choisit un point fictif py dans le plan, puis on code p; par la lettre
(ici, un chiffre entre 1 et 4) correspondant a la position relative de p; par rapport a pg, et enfin,
on code py comme les points pr pour k > 3, selon sa position par rapport a la boite englobante de

{po,p1}.

Le choix de pg doit étre fait de telle sorte qu’aucun point de la permutation o, sauf pi, ne soit a
l'intérieur de la boite englobante de {pg, p1}. Méme en satisfaisant cette condition, il y a plusieurs
choix possibles pour placer py par rapport aux points de o. Ainsi, il est possible d’avoir plusieurs
mots d’épingles codant pour une méme représentation en épingles.

Exemple 8.12. Certains des mots d’épingles associés a la représentation en épingles de la permu-
tation 0 = 18364257 donnée en figure 8.2 sont 11URD3UR,3RURD3UR, ...

Définition 8.13. Un mot d’épingles w = wy ... w, est un mot d’épingles strict si et seulement si
— w a une unique lettre qui est un chiffre, et c’est wq,
— pour tout i € [2..(n — 1)], si w; € {L, R}, alors w;11 € {U, D},
— pour tout i € [2..(n — 1)], si w; € {U, D}, alors w;y1 € {L, R}.

On peut remarquer que les deux derniers points ci-dessus sont la conséquence directe du fait que
wy est le seul chiffre dans w. En effet, par définition, dans toute représentation en épingles, il est
impossible d’avoir deux épingles séparantes consécutives qui aient la méme orientation (verticale
ou horizontale).

Un mot d’épingles strict est le codage d’une représentation en épingles propre. Cependant, parmi
les mots d’épingles codant une représentation en épingles propre, certains sont stricts et d’autres
non. On reviendra plus en détails sur les mots d’épingles au chapitre 9.

Lemme 8.14. Soit (p1,...,pn) une représentation en épingles propre de o € Sy,. Alors, pour tout
i € [2..n — 1], Uépingle p; est a distance 2 exactement de la boite englobante de {p1,...,pi—1}. La
distance est mesurée en nombre de cases sur la représentation graphique de o entre la frontiére de
la boite englobante considérée, et la case ou se trouve p;, cette derniére case comprise.

Démonstration. La définition 8.4 des représentations en épingles propres assure que pour tout @ €

[2..n — 1], piy1 sépare p; de {p1,...,pi—1}. Ainsi, p; est & distance au moins 2 de la boite englobante
de {p1,...,pi—1}. En outre, d’apres la définition 8.4 et le lemme 8.10, pour tout i € [2..n — 1], p;
est sur les cotés de la boite englobante de {pi,...,pi—1} et piy1 est le seul point sur les cotés de
la boite englobante de {p1,...,p;}. On en déduit que pour tout i € [2..n — 1], p; est & distance 2
exactement de la boite englobante de {p1,...,pi—1}. O
Lemme 8.15. Soit p = (p1,...,pn) une représentation en épingles propre de o € S,,. Si l’épingle
pi est dans un coin de la boite englobante de {p1,...,p;}, alorsi =1 ou 2.

Démonstration. Si 1'épingle p; est dans un coin de la boite englobante de {pi,...,p;} pour un
certain j > 4, alors p; n’est pas sur les cotés de la boite englobante de {p1,...,p;—1}. Comme p est
une représentation en épingles propre, cela peut se produire seulement lorsque ¢ = 1 ou 2. ]

8.1.3 Familles des épis et des quasi-épis.

Parmi les permutations en épingles simples, certaines jouent un role clé dans la caractérisation
des arbres de décomposition des permutations en épingles (voir le théoreme 8.25). Il s’agit des
permutations que ’on appellera les épis et les quasi-épis.
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Famille des épis

Définition 8.16. La famille des épis (ou weaving permutations) est une famille de permutations
définies par les conditions suivantes. Pour n > 5, il y a exactement quatre épis de taille n :
— sin > 5 est pair, un épi de taille n est

0:2\4,1_/...(2p+2)(2p—1) ..n(n—3)(n—1),

— sin > 5 est impair, un épi de taille n est

az2\4/1_/\6§/...(2p+2)(2p—1)...(n—l)(n—4)n(n—2).

Cette permutation ¢ a seulement trois permutations symétriques, obtenues par inverse, miroir et
complément (car par exemple (67 1)" = (67)~!). Ce sont les trois autres épis de taille n.

Il y a en outre un épi de taille 1, deux épis de taille 2 (12 et 21), quatre épis de taille 3 (132,
213,231 et 312) et deux épis de taille 4 (2413 et 3142).

Les propriétés suivantes des épis sont facilement démontrées par un examen exhaustif des
différents cas, et sont illustrées sur la figure 8.5.

Lemme 8.17.
(i) Les épis de taille supérieure ou égale a 4 sont des permutations en épingles simples.
(ii) Pour tout épi de taille au moins 5, une et une seule des deuz diagonales est telle que tout
point de la permutation est a distance au plus 2 de cette diagonale.

On peut remarquer que pour n < 4, les deux diagonales satisfont la condition dans le point (i)
du lemme 8.17.

24163851079 911710583614 2

Fi1c. 8.5 — Un épi montant de taille 10 et un épi descendant de taille 11, chacun donnés avec une
représentation en épingles.

Le point (7i) du lemme 8.17 autorise la définition de la direction d’un épi :

Définition 8.18. Un épi de taille n > 5 est dit montant lorsque tout point de sa représentation
graphique est a distance au plus 2 de la diagonale principale. Sinon, I’épi est dit descendant. Pour
n > 4, les épis montants sont 1, 21, 231, 312, 2413 et 3142, et les épis descendants sont 1, 12,
132,213,2413 et 3142. Il faut remarquer au passage que 1, 2413 et 3142 sont des épis a la
fois montants et descendants.

Lemme 8.19. Un épi montant (resp. descendant) posséde des représentations en épingles propres
dont les points de départ peuvent étre choisis soit dans le coin en bas a gauche, soit dans le coin
en haut a droite (resp. soit dans le coin en haut & gauche, soit dans le coin en bas a droite) de sa
représentation graphique.
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Démonstration. On prouve le résultat annoncé par vérification exhaustive pour n < 4. Pour n > 5,
les représentations en épingles propres annoncées sont obtenues comme illustrées sur la figure 8.5.
Pour les épis o de taille respectivement paire et impaire donnés a la définition 8.16, on vérifie que
1RURU ... et 3LDLD ... (resp. LRURU ... et 3DLDL...) sont des mots d’épingles codant ces
représentations en épingles. Pour les autres épis, on conclut par des arguments de symétrie. ]

Famille des quasi-épis

Définition 8.20. On appelle quasi-épis (ou quasi-weaving permutations) les permutations définies
comme suit. Pour n > 6, il y a exactement huit quasi-épis de taille n.
— Sin > 6 est pair, un quasi-épi de taille n est

azZnéL\G,?b...(2p+2)(2p—1)...(n—2)(n—5)(n—3)(n—l).

On définit le point de substitution principal (resp. point de substitution auziliaire) de o comme
étant le point de coordonnées (n—1,n—3) (resp. (n,n—1)) dans la représentation graphique de
o, et le point extérieur de o comme étant le point de coordonnées (2,n) dans sa représentation
graphique.

— Sin > 6 est impair, un quasi-épi de taille n est

02\4}/@/...(2]9—1—2)(2]9—1) on=1)(n—4)(n—2)n2.

-~

On définit le point de substitution principal (resp. point de substitution auziliaire) de o comme
étant le point de coordonnées (n—2,n—2) (resp. (n—1,n)) dans la représentation graphique de
o, et le point extérieur de o comme étant le point de coordonnées (n,2) dans sa représentation
graphique.
Les sept permutations obtenues par symétrie a partir de la permutation o ci-dessus sont les sept
autres quasi-épis de taille n.

Pour n = 4 ou 5, il y a deux quasi-épis de taille n : 2413, 3142, 25314 et 41352. Pour
chacun d’eux, il y a quatre choix possibles pour la paire de points de substitution principal et
auxiliaire. Les détails sont donnés sur la figure 8.7. Les points extérieurs ne sont pas définies pour
les quasi-épis de taille inférieure a 6.

LAES

°
)
Q

21041638579 4163851079112
FiG. 8.6 — Deux exemples de quasi-épis de taille 10 et 11. Les points notés M, A et O représentent

respectivement les points de substitution principal (main substitution point), auxiliaire (auziliary
substitution point), et le point extérieur (outer point).

On donne a présent quelques propriétés des quasi-épis.
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p ]
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531462 415362 513642 514263

FiGc. 8.7 — Représentations graphiques des quasi-épis de taille 4, 5 et 6. Les points notés M, A
(ou A" ou A, voir page 187 pour ces notations) et O représentent respectivement les points de
substitution principal, auxiliaire, et le point extérieur (lorsqu’il est défini) de chaque quasi-épi.

Lemme 8.21.
(1) Tout quasi-épi est une permutation en épingles simple.
(ii) Pour tout quasi-épi de taille au moins 6, une et une seule des deux diagonales est telle
que tout point de la permutation, excepté le point extérieur, est a distance au plus 3 de cette
diagonale.

Démonstration. (i) La simplicité des quasi-épis est prouvée par une simple vérification exhaustive.
Une représentation en épingles d’un quasi-épi peut étre décrit en commencant par son point de
substitution principal, en lisant ensuite son point de substitution auxiliaire, et en continuant a
parcourir le quasi-épi avec des épingles séparantes, jusqu’a son point extérieur (lorsqu’il est défini).

(7i) Sur les quasi-épis o de taille n donnés a la définition 8.20, on peut vérifier que la différence
entre i et oy, pour tout ¢ € [l..n], est au plus 3, sauf pour le point extérieur. Cela prouve que
la diagonale principale satisfait la propriété annoncée. Il apparait aussi clairement que 'autre
diagonale ne satisfait pas cette propriété. Pour les autres quasi-épis, on conclut par des arguments
de symétrie. O
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Le point (ii) du lemme 8.21 autorise la définition de la direction d’un quasi-épi.

Définition 8.22. Un quasi-épi de taille n > 6 est dit montant lorsque tout point de sa représentation
graphique (sauf le point extérieur) est a distance au plus 3 de la diagonale principale. Sinon, l'autre
diagonale satisfait cette propriété, et le quasi-épi est dit descendant.

On peut remarquer que la direction de la diagonale du point (i7) du lemme 8.21 est la méme
que celle définie par 'alignement des points M et A de substitution principal et auxiliaire. On peut
donc reformuler la définition 8.22, en la généralisant en méme temps aux quasi-épis de taille 4 et
5. On rappelle que la définition 8.20 autorise quatre choix possibles pour les points de substitution
principal et auxiliaire quand la taille du quasi-épi est 4 ou 5.

Définition 8.23. Un quasi-épi muni d’un choix de points de substitution principal et auxiliaire est
dit montant (resp. descendant) lorsque ces deux points forment une occurrence du motif 12 (resp.
21) (voir la figure 8.6).

8.2 Caractérisation des arbres de décomposition des permutations
en épingles

Comme on l'a vu au théoreme 2.44 page 46, les permutations sont en bijection avec les ar-
bres de décomposition. Pour caractériser les permutations en épingles, on donne ici des conditions
nécessaires et suffisantes sur les arbres de décomposition pour qu'’ils soient associés, par cette bi-
jection, a des permutations en épingles.

Remarque 8.24. Dans tout ce chapitre, lorsqu’on fait référence a un fils V’ d’un nceud V' dans un
arbre de décomposition, on entend le plus souvent le sous-arbre enraciné en V/ (ou la permutation
correspondante), plutot que le nceud V7 en lui-méme.

Théoréme 8.25. Une permutation o est une permutation en épingles si et seulement si son arbre
de décomposition 1, satisfait les conditions suivantes :
(C1) tout neeud linéaire de signe @ (resp. ©) dans T, a au plus un fils qui n'est pas un €épi
montant (resp. descendant)t,
(Co) tout neud premier dans 1, est étiqueté par une permutation en épingles simple « et
satisfait l'une des conditions suivantes :
— 4l a au plus un fils qui n’est pas une feuille ; en outre, le point de o dilaté par l'unique fils
non trivial (s’il existe) est un point actif de «,
— « est un quasi-épi montant (resp. descendant) et le neeud a exzactement deux fils qui ne sont
pas des feuilles : l’'un dilate le point de substitution principal de o, et l'autre correspond a
la permutation 12 (resp. 21) et dilate le point de substitution auxiliaire de c.

Une vision schématique de ce théoreme est proposée page 200, pour le calcul de la série
génératrice de la classe des permutations en épingles.
8.2.1 Remarques préliminaires

On considere une permutation en épingles o, qui possede donc une représentation en épingles.
Mais tous les points de ¢ ne sont pas susceptibles d’étre le premier point d’une de ses représentations
en épingles. Pour cela, on définit :

Définition 8.26. Un point actif d’une permutation en épingles o est un point qui est le premier
point d’une des représentations en épingles de o.

fTPrécisons que les fils de la racine sont ici entendus au sens de la remarque 8.24, et que par conséquent ces épis
n’ont aucun de leurs points qui est dilaté.
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La remarque suivante sera utilisée & plusieurs reprises dans les démonstrations qui suivent :

Remarque 8.27. On considére une permutation en épingles o dont ’arbre de décomposition a
pour racine un nceud V', et on considere aussi un bloc B de o correspondant & un fils de V. Si une
représentation en épingles de o vérifie qu’il existe des indices ¢ < j < k tels que p; € B, p; € B, et
Pk est une épingle séparant p; de p;, alors p;, appartient aussi au bloc B.

On suppose que o est une permutation en épingles, et on considere les nceuds de 'arbre de
décomposition 7, de o. Ils sont racines de sous-arbres de 7, correspondant a des permutations qui
sont des blocs de o, et qui sont donc aussi des permutations en épingles. Par conséquent, pour
trouver des propriétés de tous les noeuds des arbres de décomposition des permutations en épingles,
il suffit de s’intéresser aux propriétés des racines de ces arbres. Avant de s’attaquer & ce probleme,
on définit deux notions utiles pour décrire le comportement d’une représentation en épingles de o
sur les fils de la racine de 7.

Définition 8.28. Soit ¢ une permutation en épingles et p = (p1,...,p,) une représentation en
épingles de o. Pour tout ensemble B de points de o, si k est le nombre de facteurs maximaux
Di,> Di+1, - - -, Pit; de p qui contiennent exclusivement des points de B, on dit que B est lu en k fois

par p.
On utilise surtout la définition 8.28 sur les ensembles B qui sont des blocs de o, et méme encore

plus précisément sur les blocs correspondant a un fils de la racine dans I'arbre de décomposition de
.

Définition 8.29. On considere une permutation en épingles o dont l'arbre de décomposition a
pour racine V', et on note p = (p1, ..., p,) une représentation en épingles de o. On dit qu’un fils B
de V est le k-éme fils lu par p si, en notant ¢ I'indice minimal tel que p; appartienne a B, les points
P1,---,Pi—1 appartiennent a exactement k — 1 fils différents de V.

Exemple 8.30. On considere la permutation ¢ = 541263. Son arbre de décomposition 7, est
donné sur la figure 8.8. Sa racine V a quatre fils 7y, 75, 73 et 74, de gauche a droite. Pour la
représentation en épingles p représentée sur la figure, 75 est le premier fils de V' & étre lu par p,
puis vient 77 (par I’épingle p3, et méme si pg sera lu plus tard) qui est lu en deux fois par p. On
termine enfin par 7 puis 73.

73
3142 D6 ® |P5

EAVA 7

DP1] e P2
gp

FiGc. 8.8 — L’arbre de décomposition 7, et une représentation en épingles de la permutation o =
541263.

8.2.2 Propriétés des noeuds linéaires

On analyse d’abord la structure des représentations en épingles des permutations en épingles o
dont I’arbre de décomposition a une racine linéaire V. On démontre dans le lemme 8.31 que certaines
représentations en épingles lisent la permutation o un fils apreés ’autre. Cela nous autorise & donner
dans le lemme 8.32 une description précise des fils de V.
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Lemme 8.31. Si o est une permutation en épingles dont l’arbre de décomposition a une racine
linéaire V, alors il existe une représentation en €pingles de o qui lit chacun des fils de V en une
fois.

Démonstration. On suppose que V est de signe @, 'autre cas étant similaire. On note 71, ..., 7; les
fils de V, de gauche a droite. Comme o est une permutation en épingles, il existe une représentation
en épingles p de ¢. On note ig l'indice du fils 7; auquel le premier point de p appartient.

On suppose maintenant que p est en train de lire a la fois 7; et 7; (avec i < j), c’est-a-dire que p
a lu certains points mais pas tous dans chacun des blocs 7; et 7;. On considere la boite englobante
B des points déja lus par p a cet instant : tout fils 7, de V' est alors soit complétement inclus dans
B, soit completement a l'extérieur de B. Par conséquent, p a déja terminé la lecture de chaque 7y
pour i < £ < j, et n’a commencé a lire aucun des 7y pour £ < i ou £ > j. Voir la figure 8.9 pour
une vision schématisée de cette affirmation.

N

N
I
S}q

N

T

FiG. 8.9 — Une vision graphique de la maniere dont une représentation en épingles p parcourt une
permutation o, lorsque la racine de 7, est un nceud linéaire de signe &.

A partir de la représentation en épingles p de o, on peut donc construire, d’apres le lemme 8.7 :

— une représentation en épingles ¢ de 7T,

— pour tout i < iy (resp. i > ig), une représentation en épingles ¢* de 7; dont le premier point
correspond a une épingle satisfaisant dans p la condition d’indépendance, et qui se trouve
dans le coin en bas & gauche (resp. en haut a droite) de la boite englobante des point déja
lus par p, qui contient au moins un point de 7;,, et tous les points des 7y si i < ¢ < ig (resp.

io < £ <1i).
On vérifie alors facilement que ¢ = ¢! ... g'¢®t! ... ¢* est une représentation en épingle
de o, qui lit chaque fils de V' en une fois. O

Lemme 8.32. Soit o une permutation en épingles dont l'arbre de décomposition a une racine
linéaire V' de signe @ (resp. ©). Alors au plus un des fils de V' n’est pas un épi montant (resp.
descendant).

Démonstration. On suppose que le nceud V est d’étiquette @, I'autre cas étant similaire. On note
T1,...,7; les fils de V, de gauche a droite. D’apres le lemme 8.31, il existe une représentation en
épingles p de o qui lit chacun des fils de V' en une fois. On note 7;, le premier fils de V' lu par p.
On suppose que la lecture par p d’un fils 7y (pour ¢ > ip) de V vient de s’achever. Alors les
points de 7y;1 sont dans le quadrant 1 (en haut & droite) par rapport aux point déja lus par p (qui
sont tous les fils 7,,,...,7;,,...,7; de V pour un certain m < ig, puisque p lit chaque fils de V
en une fois). Ainsi, ils correspondent & des épingles codées par les lettres 1, U ou R dans un mot
d’épingles. Plus encore, le seul point qui est codé par la lettre 1 est le premier point de 7p;1 qui
est lu par p. En effet, tout autre lettre 1 signifie que p commence la lecture du fils suivant de V,
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c’est-a~dire 7y 9. Par conséquent, 7y, 1 est une permutation représentée par un mot d’épingles de
la forme soit ITURURUR ... soit lRURURURU ..., c’est-a-dire que 741 est un épi montant.

De la méme maniere, on démontre que tout fils 7p_; de V, avec £ < ig est une permutation
codée par un mot d’épingles de la forme soit SLDLDLDLD ... soit SDLDLDLDL..., et qu’ainsi
7,1 est aussi un épi montant. En conclusion, le seul fils de V' qui est susceptible de ne pas étre un
épi montant est le premier fils qui est lu par une représentation en épingles de o. ]

Remarque 8.33. Les démonstrations des lemmes 8.31 et 8.32 assurent aussi que si un des fils de V
n’est pas un épi montant (resp. descendant), alors toute représentation en épingles de o commence
par lire ce fils (méme s’il n’est pas lu complétement).

Démonstration. Soit p une représentation en épingles de o. On note 7;, le premier fils de V' lu par
p. La preuve du lemme 8.31 autorise a construire une autre représentation en épingles p’ de o, dont
T, est aussi le premier fils lu, et qui lit chacun des fils de V' en une fois. La preuve du lemme 8.32,
appliquée & la représentation en épingles p’, assure que tous les fils de V' sauf peut-étre 7;, sont des
épis montants (resp. descendants). O

8.2.3 Propriétés des nocuds premiers

On utilisera souvent la remarque 2.32 dans les preuves de ce paragraphe. Une formulation de
cette remarque en termes d’arbres de décomposition est la suivante :

Remarque 8.34. On consideére une permutation ¢ dont ’arbre de décomposition a une racine V'
qui est un noeud premier. Alors il n’y a aucun bloc dans o qui intersecte plusieurs fils de V', excepté
le bloc trivial o.

On commence par démontrer un lemme technique :

Lemme 8.35. Soit 0 une permutation en épingles dont l'arbre de décomposition a une racine
premiére Vet soit p = (p1,...,pn) une représentation en épingles de o. Si une épingle p; qui
satisfait les conditions d’extériorité et d’indépendance est le premier point d’un fils B de V a étre
lu par p, alors B est soit le premier, soit le deuxiéme fils de V' qui est lu par p.

Démonstration. On suppose que B est un fils de V' qui n’est ni le premier ni le deuxieme lu par p,
et on note p; le premier point de B qui est lu par p. On note C le fils de V' qui est lu (peut-étre
seulement partiellement) par p juste avant B, et D le fils de V qui est lu par p juste avant C'. Comme
B est au moins le troisieme fils de V' lu par p, C' et D sont bien définis. Supposons maintenant que
p; satisfasse les conditions d’extériorité et d’indépendance. Alors {pi,...,p;—1} formerait un bloc
dans o qui intersecterait plusieurs fils de V' (au moins C' et D), mais sans contenir pourtant tous
les fils de V' (il ne contient pas B). Ceci apporte une contradiction a la remarque 8.34 et conclut la
preuve. O

On considere une permutation en épingles o dont ’arbre de décomposition a une racine premiere
V. Contrairement aux nceuds linéaires, il n’existe pas toujours une représentation en épingles de o
qui lise chaque fils de V' en une fois, comme le montre I'exemple de 0 = 54126 3.

Exemple 8.36. On considere la permutation ¢ = 541263. Son arbre de décomposition 7, est
donné & la figure 8.8. La racine de 7, est un nceud premier d’étiquette 3142 . Il existe deux
représentations en épingles pour o, et toutes deux lisent le fils 7; de V' en deux fois. L’une de ces
représentations en épingles est donnée sur la figure 8.8. L’autre est obtenue en échangeant ses deux
premiers points.

Cependant, les situations dans lesquelles un fils d’un noeud premier V' peut étre lu en plusieurs
fois sont tres contraintes. Le lemme 8.37 et sa conséquence 8.38 identifient ces cas tres spécifiques.
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Lemme 8.37. Soit 0 une permutation en épingles dont l'arbre de décomposition a une racine
premiéere Vet soit p = (p1,...,pn) une représentation en épingles de o. S’il existe un fils B de V
que p lit en plus d’une fois, alors la deuxiéme partie de la lecture de B est réduite a I’épingle py,.

Démonstration. On décompose p en p = (P1,...,Dis---,Pj,Pj+1y--->Dk,--->DPn) OU P; est le premier
point de B qui est lui par p, toutes les épingles de p; a p; sont des points de B, p;j;1 n’appartient
pas a B, et py, est le premier point appartenant a B apres p;y1. Ces points sont bien définis puisque
B est lu par p en plusieurs fois. Pour obtenir le résultat annoncé, il suffit de montrer que k£ = n.

Tout d’abord, pour k& < h < n, p, satisfait les conditions d’extériorité et de séparation. En
effet, dans le cas contraire, pj, satisferait les conditions d’extériorité et d’indépendance, et créerait
un bloc pi,...,pr—1 dans o qui intersecterait plusieurs fils de V' (plus précisément, B et le bloc
auquel appartient p;11), contredisant la remarque 8.34 puisque V' est premier. En outre, on peut
montrer par récurrence que py € B pour k < h < n. Cette affirmation est évidemment vraie pour
h = k. On considére maintenant h € {k + 1,...,n}. Par hypotheése de récurrence, py_1 appartient
a B. Comme pj, satisfait la condition de séparation, il sépare p,_1 de {p;,...,p;} € {p1,...,Ph—2}
et par conséquent appartient a B, par application directe de la remarque 8.27. En conclusion, tous
les points pk, Pk+1, - - -, Pn, sONt des points de B.

D’autre part, on démontre qu’au plus un fils de V' est découvert avant 1’épingle p;. En effet,
c’est évident dans le cas ou i < 2 et quand ¢ > 3, on montre que p; est une épingle qui satisfait les
conditions d’extériorité et d’indépendance. A supposer le contraire, comme p; est le premier point
de B qui est lu, tous les points de B seraient alors (comme p;) sur les cotés de la boite englobante
(non réduite a un point) de {pi,...,pi—1}, apportant ainsi une contradiction au lemme 8.10. On
conclut par le lemme 8.35 qu’au plus un fils de V apparait avant B. Par conséquent, comme
toute permutation simple est de taille au moins 4 (voir page 40) et comme p se décompose en

b= (pla <oy Di—1,Diy -+ -3 Pjy Pj+15- -+ s Pk—15Pks - - - 7pn)7 il y a, parmi Pj4+1, -5 Pk—1, des pOintS ap-
—_— — ~~
au plus un fils cB ¢B eB
partenant a au moins deux fils différents de V', tous deux différents de B. On note C le fils de
V auquel pj_; appartient, et D un autre fils de V' qui apparait dans pjy1,...,pr—1. Comme pj

sépare pi_1 des épingles précédentes, et comme py appartient & B, B (par pg) sépare C' (auquel
appartient py_1) de D (qui contient une autre épingle précédant py_1). Mais alors tout point de

B qui n’a pas encore été lu, c’est-a-dire tout point de {pg,...,pn}, est sur les cotés de la boite
englobante de {p1,...,pr_1}. Or le lemme 8.10 assure qu’il y a au plus un point sur les cotés d’une
boite englobante. Ceci démontre que k = n. O

Conséquence 8.38.
(1) Siun fils d’un neud premier est lu en plus d’une fois par une représentation en épingles p,
alors il est lu en exactement deuz fois, la seconde partie étant réduite a la derniere épingle
de p.
(ii) Au plus un fils d’un neud premier peut étre lu en deux fois par une représentation en
épingles.

On sait maintenant, étant donnée une permutation en épingles o dont I’arbre de décomposition
7, a une racine premiere V', comment toute représentation en épingles de o parcourt les fils de V.
Le lemme 8.39 et sa conséquence 8.40 s’intéressent a la structure interne de ces fils.

Lemme 8.39. Soit 0 une permutation en épingles dont l'arbre de décomposition a une racine
premiére V' et soit p = (p1,...,pn) une représentation en épingles de o. On suppose qu’il existe un
fils B de V' qui n’est pas réduit a une permutation de taille 1, et tel que B n’est pas le premier fils
de V lu par p. Alors B est une permutation de taille 2, qui est lue en deuz fois par p, et telle que la
premiere épingle de p qui lit un point de B satisfasse les conditions d’extériorité et d’indépendance.
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Démonstration. Dans la représentation en épingles p de o, on note p; le premier point de B qui
est lu par p. Par hypothese, ¢ > 2 et ¢ # n. On suppose que p; est une épingle séparante. Alors,
nécessairement ¢ > 3 (il est impossible que p; sépare un ensemble de moins de deux points), et p;
est sur les cotés de la boite englobante de {p1,...,p;—1}. Mais comme p; est le premier point de B
qui est lu, alors tout autre point de B est aussi sur les cotés de cette boite englobante. B n’étant
pas une permutation de taille 1, ceci apporte une contradiction au lemme 8.10. Par conséquent,
p; satisfait les conditions d’extériorité et d’indépendance. D’apres le lemme 8.35, et comme on a
supposé que B n’est pas le premier fils lu, B est donc le deuxiéme fils de V' lu par p. On note C
le premier fils de V' lu par p. Comme V est un noeud premier, il doit exister un point dans o, qui
appartienne a un autre fils D de V, et qui sépare B de C. Ce point sépare en particulier p; de
p1, et est donc nécessairement p;y1, puisqu’aucune autre épingle apres p;4+1 ne pourra séparer p;
de p;. Ainsi, p;11 ¢ B. La conséquence 8.38(i) assure alors que soit B = {p;}, soit B = {p;, pn}.
Comme B n’est pas une permutation de taille n, on est dans le deuxieme cas, ce qui termine la
démonstration. O

Avec les résultats du lemme 8.35 et de la conséquence 8.38, on peut déduire du lemme 8.39
que le premier fils de V' qui est lu par p est lu en une fois, que B est le deuxieme fils lu par p, et
que p,, est le second point de B.

Conséquence 8.40. Un nceeud premier a au plus deux fils qui ne sont pas des permutations de
taille 1, c’est-a-dire des feuilles. En outre, si un neud premier a exactement deux fils non réduits a
des feuilles, alors toute représentation en épingles de la permutation en épingles o correspondante
commence par lire entierement 'un des fils non feuilles, et l’autre fils non feuille est celui caractérisé
par le lemme 8.39.

Démonstration. Le premier fils de V' a étre lu par une représentation en épingles p peut étre de
taille supérieure a 1. Tout autre fils (noté B) de V' qui ne serait pas réduit a une feuille doit satisfaire
le lemme 8.39. En particulier, la derniere épingle de p appartient a B. Ceci implique qu’il y a au
plus un tel fils non feuille.

Pour prouver la deuxieme partie de 1’énoncé, on suppose que V a exactement deux fils non
feuilles, et qu’il existe une représentation en épingles p de o qui ne commence pas par I'un des fils
non feuilles de V. D’apres le lemme 8.39, et comme la derniere épingle de p appartient a un seul fils
de V exactement, on obtient une contradiction. Ainsi, p commence par lire I'un des fils non feuilles
de V, et 'autre fils non feuille correspond au B du lemme 8.39. En particulier, B étant lu en deux
fois, le fils non feuille de V' qui est lu en premier par p est lu en une seule fois. O

8.2.4 Preuve de la condition nécessaire

Avec les lemmes précédents, on peut maintenant démontrer dans ce paragraphe que les condi-
tions (C1) et (C2) du théoreme 8.25 sont des conditions nécessaires sur l'arbre de décomposition
7, de o pour que o soit une permutation en épingles.

Soit o une permutation en épingles dont I’arbre de décomposition 7, est représenté en figure 8.10.
Comme on 'a expliqué plus haut, tout nceud V' de 7, est la racine d’un sous-arbre 7 de 7, et
T est en fait 'arbre de décomposition 7, d’une permutation 7w = o. Par la conséquence 8.8, 7 est
aussi une permutation en épingles, de sorte qu’il suffit de démontrer que, pour toute permutation
7w dont la racine de 'arbre de décomposition est un nceud V,

— si V est un nceud linéaire, alors la condition (C1) est satisfaite par V,

— si V est un nceud premier, la condition (C2) est satisfaite par V.

Lorsque V' est un nceud linéaire, on conclut par le lemme 8.32. On suppose donc que V est
un noeud premier, étiqueté par une permutation simple «. Le lemme 8.7 assure que « est une
permutation en épingles, puisque c’est un motif de .
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Tx

F1G. 8.10 — Tout neeud de ’arbre de décomposition 7, d’'une permutation o est la racine de ’arbre
de décomposition 7; d’un motif 7 de o.

D’apres la conséquence 8.40, V' a au plus 2 fils qui ne sont pas des feuilles. On suppose d’abord
que V' a exactement un fils B qui n’est pas une feuille, et on considere une représentation en épingles
p = (p1,...,pn) de m. Il faut démontrer que ce fils B dilate un point actif de «. Si p commence
par la lecture de B (méme partielle), alors il y a une occurrence de o dans 7 ou B est représenté
par le premier point p; de p, et avec le lemme 8.7, on peut extraire de p une représentation en
épingles pour « dont le premier point, qui est par la définition 8.26 un point actif de «, est celui qui
représente B. Lorsqu’au contraire B n’est pas le premier fils lu par p, on applique le lemme 8.39 :
B contient exactement deux points, le premier étant py (lu juste apres le premier fils lu par p — qui
est par hypotheése une permutation de taille 1, et dont la lecture est donc réduite a p1) et le second
pn. En remarquant que les deux premiers points dans une représentation en épingles jouent des
roles symétriques (voir remarque 8.3), 'ordre dans lequel ils sont lus importe peu : par conséquent,
P2, P1,P3, - - -, Pn, €St Une autre représentation en épingles admissible pour 7 et une occurrence de «
dans 7 est formée de tous les points de p sauf p,. Ainsi, po, p1,p3,...,Pn_1 €St une représentation
en épingles de a ou B est représenté par po, et ainsi B dilate un point actif de .

On suppose a présent que le noeud V' a exactement deux fils qui ne sont pas réduits a des feuilles.
La conséquence 8.40 montre que toute représentation en épingles p = {p1,...,p,} de 7 est faite
ainsi :

— p lit entierement 'un des fils non feuille de V', que ’on note C', ’autre fils non feuille noté B

contenant exactement deux points,

— le premier point de B lu par p satisfait les conditions d’extériorité et d’indépendance,

— le second point de B lu par p est p,.

Sans perte de généralité, c’est-a-dire a symétrie pres, on peut supposer que B est dans la zone
en haut a droite de C'. Cette situation est représentée sur la figure 8.11.

boite englobante
quand p a lu C et le
premier point de B

impossibles

possibles

FiG. 8.11 — La permutation 7 autour de ses deux fils non feuilles B et C.

Si le bloc B contenait la permutation 2 1, alors le deuxiéme point de B serait sur les cotés de la
boite englobante quand p a lu C et le premier point de B, et d’apres le lemme 8.10, ce second point
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de B devrait étre lu juste apres le premier, contredisant que le noeud V' est premier (et a donc au
moins 4 fils). Ainsi, B contient la permutation 1 2.

Entre les deux points de B, p lit tous les points de m qui correspondent aux fils de V' qui
sont des feuilles. Comme V est premier, par la remarque 8.34, tous ces points sont des épingles
séparantes, et il y a au moins deux tels points. Il y a quatre positions possibles pour la premiere
épingle séparante de cet ensemble lue par p, mais seulement deux peuvent étre choisies, puisqu’il
est nécessaire que la permutation « soit simple. En effet, le choix d’une des épingles de direction
U ou R sur la figure 8.11 (les épingles indiquées comme impossibles) impliquerait que le second
point de B est sur les cotés de la boite englobante, et doit donc étre lu immédiatement, et comme
ce point est la derniere épingle de p, la représentation en épingles s’arréterait, contredisant que le
neeud V' est premier. On peut donc supposer que la premiere épingle lue par p apres le premier
point de B est celle dans la zone en haut a gauche de C, 'autre épingle possible conduisant & une
configuration symétrique. Par le méme raisonnement, la représentation en épingles p est alors une
alternance d’épingles de type D et L, jusqu’a p,_1 qui est de type U ou R.

Par conséquent, pour ne par contredire que la permutation « est simple et que B contient
deux points, il y a une unique fagon de placer les épingles qui correspondent aux fils de V' qui
sont des feuilles. Cette configuration est représentée sur la figure 8.12, et correspond au cas ou «
est un quasi-épi, avec C' dilatant son point de substitution principal, et B dilatant son point de
substitution auxiliaire. En outre, lorsque la taille de v est au moins 6, si le quasi-épi est montant
(resp. descendant), alors B contient la permutation 12 (resp. 21). La justification de ce dernier
point réside dans le fait que l'alignement des blocs B et C' définit une direction qui est celle du
quasi-épi.

Pn—2 e i

F1G. 8.12 — La seule permutation en épingles (& symétrie pres) dont 'arbre de décomposition a une
racine premiere (d’arité au moins 6) possédant deux fils qui ne sont pas des feuilles.

On peut remarquer que dans le cas d’'un quasi-épi de taille 4 ou 5, dont les points de substitution
principal et auxiliaire sont fixés, le contenu du bloc B est aussi déterminé, toujours par la direction
qu’indique 'alignement des blocs B et C. La preuve de ce résultat est omise ici, mais procede par
simple examen de chacun de 16 cas possibles. Sur la figure 8.7 (page 179), les points de substitution
auxiliaires notés AT (resp. A™) sont ceux qui peuvent étre dilatés par 12 (resp. 2 1) dans ce contexte.

Ceci acheve la preuve que les conditions (C1) et (C3) sont des conditions nécessaires sur une
permutation o pour que o soit une permutation en épingles.

Remarque 8.41. Le raisonnement ci-dessus démontre que si o est une permutation en épingles
de racine V dont deux fils ne sont pas des feuilles, alors la permutation qui étiquette V est un
quasi-épi 3, et les deux fils non feuilles de V' dilatent une paire de points de substitution (principal
et auxiliaire) de 3.

Si |B| > 6, alors cette paire est uniquement déterminée, et les points de substitution principal
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et auxiliaire sont distingués au sein de cette paire. Si |3| =4 ou 5, il y a quatre paires de points de
substitution, mais dans chaque paire, les points de substitution principal et auxiliaire sont distingués
(voir figure 8.7).

Parmi les deux fils de V' qui sont dilatés, on peut donc distinguer le fils C' qui dilate le point
de substitution principal et le fils B qui dilate le point de substitution auxiliaire. La démonstration
qui précede (associée aux lemmes 8.39 et 8.35) assure que dans une représentation en épingles de
o, toutes les épingles en dehors du fils C' sont completement déterminées.

Ainsi, toute représentation en épingles de o commence par une représentation en épingles de
C, puis lit un point de B, puis lit tous les fils de V qui sont des feuilles, et enfin termine par le
point restant dans B.

8.2.5 Preuve de la condition suffisante

On peut maintenant achever la démonstration du théoréeme 8.25 en montrant que les conditions
(C1) et (C2) sont suffisantes pour qu'une permutation o soit une permutation en épingles. On
prouve ici par récurrence sur la taille de o qu'une permutation satisfaisant les conditions (C1) et
(C2) est une permutation en épingles. On rappelle que 7, désigne I'arbre de décomposition de o.

On remarque d’abord que pour ¢ = 1, les conditions (C7) et (C2) sont vraies par vacuité, et la
représentation en épingles a une unique épingle est une représentation en épingles de o.

On suppose donc que |o| > 1, et que pour toute permutation 7 de taille inférieure a |o|, si 7
satisfait les conditions (C1) et (C2) alors 7 est une permutation en épingles. On distingue deux cas,
selon que la racine de 7, est un nceud linéaire ou un nceud premier.

Lorsque la racine de 7, est un nceud linéaire, on note o = ®[o!, 02, ... ,ak], sa décomposition
par substitution, le cas ott ¢ = ©[c',0?,...,0"] étant symétrique. On suppose évidemment que
o satisfait les conditions (C7) et (Cs). Comme les arbres de décomposition des (0%);<;<) sont des
sous-arbres de 7, chacune des permutations (0%);<;<j satisfait aussi les conditions (C7) et (Cs).
Par hypothese de récurrence, chaque (ai)lgigk est donc une permutation en épingles. En outre, la
condition (C}) est valable pour la racine de 7, de sorte qu’au plus une des permutations (0)1<;<
n’est pas un épi montant. On note ig I'indice tel que ¢ n’est pas un épi montant, si cet indice
existe. Sinon, on choisit une valeur ip € [1..k]. Comme ¢ est une permutation en épingles, elle
admet une représentation en épingles p'°. D’apres le lemme 8.19, pour tout i < ig (resp. i > ip), il
existe une représentation en épingles p’ de o’ (qui est un épi montant) dont I'origine est située en
haut & droite (resp. en bas & gauche). On considere alors p = popio=1 . plpiott | pk . p est une
représentation en épingles de 0. On peut remarquer que d’autres représentations en épingles p de
o auraient pu étre construites de facon similaire : celles de la forme p = pw oll w est n’importe
quel shuffle de pio—1 .. . pt et potl . pF.

Lorsque la racine de 7 est un nceud premier, on note o = afo!, o2, ..., o*] la décomposition par

substitution de o. On suppose aussi que o satisfait les conditions (C1) et (C2). Comme dans le cas
précédent, par hypothese de récurrence, les permutations (ai)lgigk sont toutes des permutations en
épingles. On note p’ une représentation en épingles de chaque o*. On rappelle que par définition, o
dilate le point «; de la permutation simple « étiquetant la racine de 7,. En appliquant la condition
(Cs) a la racine de 7, on déduit que « est aussi une permutation en épingles, et qu’au plus deux

des permutations o', 02, ..., 0" ne sont pas de taille 1.

Si toutes les permutations o', 02, ..., 0" sont de taille 1, alors o = «, de sorte que o est une
permutation en épingles. Si une unique permutation o est de taille strictement supérieure & 1,
la condition (Cs) assure que o dilate un point actif de . Ainsi, il existe une représentation en
épingles p de a ou p; = ;. Une représentation en épingles de o est obtenue en remplagant dans p
I’épingle p; par la représentation en épingles p’ de o*.

Lorsque deux des permutations o', 02, ..., 0" sont de taille strictement supérieure & 1, alors o
est un quasi-épi, et on peut supposer sans perte de généralité que c’est un quasi-épi montant. Parmi

les deux fils de o qui ne sont pas des feuilles, I'un (disons ¢*) dilate le point de substitution principal
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a; de a, et 'autre (disons 0/) est la permutation 12 qui dilate le point de substitution auxiliaire
a; de a. On note p représentation en épingles de o dont la premiere épingle p; correspond a son
point de substitution principal, et la deuxieme ps correspond a son point de substitution auxiliaire.
Pour obtenir une représentation en épingles de o, on commence par effacer la premiere épingle de p
et on la remplace par une représentation en épingles p’ de o!. On remplace ensuite po par le point
de 07 qui est le plus proche du bloc ¢*. Comme les deux points qui dilatent o suivent la direction
définie par I'alignement des points de substitution principal et auxiliaire de « (voir figure 8.12), on
peut définir cette notion de point de ¢/ le plus proche du bloc ¢ (le bloc qui dilate le point de
substitution principal de «). On continue ensuite la lecture de tous les points de p et on termine
enfin par le point restant de ¢/, qui est alors une épingle séparant le dernier point Iu par p (le point
extérieur lorsque |a| > 6) des précédents.

Dans tous les cas, on obtient bien une représentation en épingles de o, démontrant ainsi que
o est une permutation en épingles. Ceci achéve de prouver que les conditions (Cy) et (Cy) sont
suffisantes pour qu’une permutation soit une permutation en épingles.

Dans le paragraphe 8.4, on répond a la conjecture 8.9 de R. Brignall, N. Ruskuc et V. Vatter
dans [BRVO0S§] : on calcule la série génératrice de la classe des permutations en épingles, prouvant
ainsi qu’elle est rationnelle. La démonstration de ce résultat utilise la caractérisation des arbres
de décomposition des permutations en épingles du théoreme 8.25, et des techniques standards de
combinatoire analytique (brievement décrites dans le chapitre 10 en annexe; pour plus de détails
sur ce theme, on pourra consulter 'ouvrage de référence [FS08]).

Cependant, cela requiert de calculer au départ la série génératrice des permutations en épingles
simples. On s’intéresse a cette question dans le paragraphe 8.3.

8.3 Série génératrice des permutations en épingles simples

On introduit ici un peu de terminologie supplémentaire, adaptée au paragraphe qui suit.

Définition 8.42. Une représentation en épingles p = (p1,p2,...,pn) €t un mot d’épingles w =
wiws . . . wy sont dits simples lorsque la permutation o qu’ils codent est une permutation simple.

On remarque qu’une représentation en épingles simple est toujours propre (ce qui n’est pas le
cas des mots d’épingles, la deuxieme lettre d’'un mot d’épingles simple pouvant étre un chiffre).
Cependant, il existe des représentations en épingles propres (et des mots d’épingles stricts) qui
codent des permutations qui ne sont pas simples.

On s’intéresse d’abord (paragraphe 8.3.2) a la caractérisation des représentations en épingles
simples, dans le but de les énumérer. Ceci nous permettra de calculer dans un deuxiéme temps
(paragraphe 8.3.3) la série génératrice des permutations en épingles simples. Bien que la correspon-
dance entre représentations en épingles simples et permutations en épingles simples ne soit pas
univoque, on peut calculer le nombre de représentations en épingles simples associées a une per-
mutation en épingles simple, et ainsi déduire de la série génératrice des représentations en épingles
simples celle des permutations en épingles simples.

Pour les besoins de cette étude, on donne dans le paragraphe 8.3.1 des propriétés importantes
des deux premiers points des représentations en épingles propres.

8.3.1 Propriétés des premiers points d’une représentation en épingles d’une
permutation en épingles simple

Définition 8.43. On considere une permutation o donnée par sa représentation graphique. On dit
qu’une paire de points {x,y} est un cavalier lorsque la distance de la case contenant x (exclue) a
la case contenant y (incluse) est exactement 3, sans que x et y soient dans la méme ligne ou dans
la méme colonne (voir figure 8.13).
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FiG. 8.13 — Les quatre configurations possibles de paires de points formant un cavalier.

Lemme 8.44. On notep = (p1,p2, .. .,pn) une représentation en épingles propre d’une permutation
0. Si|o| > 2 les deux premiéres épingles p1 et py forment un cavalier dans o.

Démonstration. Par définition des représentations en épingles propres, et comme |o| > 2, p3 sépare
p2 de p1, et aucune épingle apres ps ne pourra séparer ps de pi;. Ainsi, p; et po sont séparés
uniquement par ps, de sorte a former un cavalier. O

Lemme 8.45. Soit o une permutation en épingles simple, et p = (p1,p2,...,Pn) une de ses repré-
sentations en épingles simples. Si deux points p; et p; de o forment un cavalier, alors i ou j est
égal a 1,2 ou n.

Démonstration. On rappelle d’abord que d’aprées la remarque 8.34, comme ¢ est une permutation
simple, toute épingle p; (i > 3) sépare p;—1 de {p1,...,pi—2}. On considére une épingle p;. On
cherche tous les points p;, avec j < i, tels que {p;, p;} soit un cavalier dans o. On veut montrer que
pour tout j, {¢,7} N{1,2,n} # 0. On suppose donc i > 3 et i < n, le résultat étant évident pour
i = 1,2 ou n. Sans perte de généralité, on suppose que I'épingle p; est située au-dessus de la boite

englobante de {p1,...,pi—1}, et que p;_1 se trouve a droite de p;, comme illustré sur la figure 8.14.
Le rectangle en trait gras représente la boite englobante de {pi,...,pi—1}.
Pi o Di+l
C Cl
Pi—l
-

F1G. 8.14 — Représentations en épingles jusqu’a une épingle p;, pour ¢ < n, dans la démonstration
du lemme 8.45.

Comme i < n, p;+1 sépare p; des épingles précédentes, et comme p; est de type U, p;+1 est soit
de type L soit de type R, comme représenté sur la figure 8.14. Par conséquent, p; ne peut former
un cavalier avec une épingle p; précédente que si p; se trouve dans une des cases ¢ ou ¢’ indiquées
sur la figure.

Il y a une épingle dans la case ¢ : Seul le point p;_1 peut se trouver dans la case ¢’ et dans ce
cas, cela implique que p;—1, qui se trouve dans le coin d’une boite englobante, est soit p; soit ps
(d’apres le lemme 8.15). Les possibles cavaliers ainsi mis en évidence sont donc les paires de points
{p1,p2} et {p2, p3}.

1l y a une épingle dans la case ¢ : Dans ce cas, on démontre que la case ¢ contient soit p; soit
p2. En effet, en supposant le contraire, 1'épingle p; dans la case c séparerait verticalement deux
épingles d’indice inférieur & j, appartenant a la boite englobante de {p1,...,p;—1}. Or le seul point
de la permutation a droite de la case ¢ et a I'intérieur de cette boite englobante est p;_; (la colonne
entre ¢ et ¢’ étant occupée par p;), ce qui apporte une contradiction. Les paires des points pouvant
donner lieu a un cavalier dans cette situation sont donc {p1, p;} et {p2,p;}.

Dans tous les cas, on a bien, {4,j} N{1,2,n} # 0. O
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Définition 8.46. Un cavalier actif dans une permutation en épingles o est une paire de points
{z,y} formant un cavalier dans o, et telle qu'il existe une représentation en épingles de o dont les
deux premiers points sont x et y.

En conséquence du lemme 8.44, le nombre de représentations en épingles d’une permutation
simple dépend du nombre de ses cavaliers actifs.

Lemme 8.47. Dans toute permutation en €pingles simple o, il y a au plus deux cavaliers actifs,
sauf pour les quatre permutations suivantes, qui ont quatre cavaliers actifs : 3142, 2413,25314
et 41352. Les permutations en épingles simples de taille au plus 6 et leur cavaliers actifs sont
représentés sur la figure 8.15.

Pour n > 6, toutes les permutations en épingles simples de taille n ont exactement un cavalier
actif, sauf douze d’entre elles, qui ont deux cavaliers actifs. Il s’agit des quatre épis de taille n et
des huit quasi-épis de taille n.

Démonstration. Les résultats de la figure 8.15 sont simplement obtenus en examinant tous les cas.

n | 1 cavalier actif 2 cavaliers actifs 4 cavaliers actifs
» I
y JRICY
& »
o -
4 2413 3142
e < ’ » Q ’
. e . C lo o
° [e ¢ » Y yd
o D I D i 0
) » i ‘ . ¢
5 24153 31524 35142 42513 25314 41352
. D i o D .
D . o e ° .
. . . . » ]
e Q . ° e »
0 0 0 o] é D
D . D Mo . ‘¢
6 251463 253164 253614 241635 246315 251364
. . . o . »
0 D » » » .
D . D . o 4
. D ‘¢ ¢ e L
. . . . . .
LJ L] Ld Ld Ld Ld
264153 316425 351462 263514 264135 314625
. . < . )
° . . . ° «
. o o 1) » .
. - e e . »
Lo D D ) L4 )
o o o » e °
361425 364152 413625 315264 362415 415362
o] D » . .
e . . . . .
. 0 . 4 o 7Y
D . » » L} -
0 1) 0 D D 1)
D 0 é é . o
416352 426315 461352 462513 463152 513642
D D » D Q)
. . . . . Q
[ . < e . »
0 o 0 0 e L
¢ L\ D ) . .
L] hJ L] Ll L] L]
513624 524163 524613 514263 526413 531462
L]
L] Ll
Lo .
Ll L]
D Lo
e e
526314 536142

Fia. 8.15 — Les permutations en épingles simples de taille n < 6 et leurs cavaliers actifs.

Soit o une permutation en épingles simple de taille n > 6 et soit p = (p1,p2,...,pn) une repré-
sentation en épingles de o. D’apres le lemme 8.44, la paire de points {p1,p2} est un cavalier actif
de 0. On veut démontrer que toute permutation en épingles ayant au moins deux cavaliers actifs
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est un épi ou un quasi-épi. Il est ensuite facile de vérifier que les épis et quasi-épis ont exactement
deux cavaliers actifs (voir un exemple sur la figure 8.16).

b ) d
o |\ ./
» ~
[ [ ]
[ [
[ ] [ ]
[ ] [
[ [ ]
[ ] [
o~ °

e °

FiG. 8.16 — Un épi et un quasi-épi dont les cavaliers actifs sont marqués.

On suppose donc que o possede au moins cavaliers actifs, 'un d’eux étant nécessairement
{p1,p2}. Le lemme 8.45 assure que le deuxiéme cavalier actif (choisi parmi ceux qui restent) est de
la forme {p1,p;}, {p2,pi} ou {pi, pn}, pour un certain indice i.

Le deuxiéme cavalier actif est {p1,p;}. Sans perte de généralité, on considére p; et ps sont
positionnés 1'un par rapport a ’autre comme représenté sur la figure 8.17. Il y a alors 7 cases
différentes o peut se trouver le point p; formant un cavalier avec p;. Ces cases sont numérotées de
1 & 7 sur la figure 8.17. Les cases 7 et 3 doivent étre vides, car elles ont en commun une colonne
ou une ligne avec le point ps. Une épingle dans la case 1 crée un bloc avec ’épingle po : o étant
simple, la case 1 est donc vide. Ainsi, les seules cases qui peuvent étre occupées par p; sont celles
numérotées 2, 4, 5 et 6.

©® &

O @

F1G. 8.17 — Cavaliers {p1,p2} et {p1,p:}.

— L’épingle p; est dans la case 5. On note r une représentation en épingles de ¢ commencant
par les points {p1,p;}. (Cette représentation en épingles existe car {p1,p;} = {r1,r2} est un
cavalier actif de ¢.) Alors r3 se trouve sur la ligne entre 71 et ro. D’apres le lemme 8.14, 73
est a distance 2 de la boite englobante de {r1,72}. Il ne peut pas étre a gauche de cette boite
englobante, ou il serait dans la méme colonne que ps. Ainsi, r3 est & sa droite, comme illustré
dans la premiere configuration de la figure 8.18. Pour la méme raison, ps est en-dessous de la
boite englobante de {p1,p2} comme le montre le premier schéma de la figure 8.18.

D5 Pi+1=Pn
Pi 1P3 P3 e Di-1 *
° ° ) ! ) ! °
—e "3 o Vi i — i —Di p3
L] [ ] 1 [ ] ,L— 4 [ [
e D1 p2 | |e o DY, o Pi o D1
- P2 e ¢ I3 P2 ) Pie—- P2 D2 .
P4 ° P4 3 D5 ® Di
P3 -— P3
=2

F1a. 8.18 — Les différents cas pour le cavalier actif {p1, p;}.

Il y a alors deux cases possibles pour pys. Cette épingle se trouve sur la ligne entre ps et ps3, a
distance 2 de la boite englobante de {p1, p2, p3}, soit sur sa gauche, soit sur sa droite (voir sur
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la figure 8.18, premier schéma). Si elle est a droite, alors les six points {p1, p2, p3, 4, Pi, T3}
forment une permutation de taille 6, ou un intervalle. Ceci contredit que o est simple et de
taille » > 6. Donc py est a gauche de la boite englobante. La seule maniere de poursuivre la
représentation en épingles p est alors en alternant les épingles de type L et D, jusqu’a une
épingle de type R ou U. Cette épingle ne peut pas étre de type U, puisque la ligne au-dessus
et a distance 2 de la boite englobante est occupée par p;. Si c’est une épingle de type R,
elle se trouve dans la colonne entre p; = r9 et r3, et doit donc étre r4. Dans ce cas, dans
la représentation en épingles r, I’épingle r4 ne satisfait pas la condition de distance 2 par
rapport a la boite englobante de {ri, 72,73}, ce qui contredit le lemme 8.14.

— L’épingle p; est dans la case 4. Alors i > 4 et la boite englobante de {p1,...,pi—2} est en bas
a gauche de p;. Elle peut ou non contenir la colonne située juste a droite de py.
On suppose d’abord que cette colonne est dans la boite englobante de {p1,...,pi—2}, comme le
montre le deuxieme schéma de la figure 8.18. Il existe alors un point dans la boite englobante
et dans cette colonne. Ce point séparant p; = r; de p; = ro doit étre r3, et se trouve donc
deux lignes en-dessous de p;. Quant a ’épingle ps, elle se trouve dans la colonne entre p; et
p2, et a distance 2 de la boite englobante de {p1,p2}. Si elle se trouve au-dessus, ’ensemble
{p1,p2, 3, pi, r3} forme un intervalle dans o, et si elle se trouve en-dessous, c’est {p1, p2, p3, 3}
qui forme un intervalle, contredisant dans les deux cas que ¢ est une permutation simple de
taille supérieure a 6.
On se place maintenant dans le cas ou la colonne juste a droite de p; n’appartient pas a
la boite englobante de {p1,...,pi—2}. Comme précédemment, p3 se trouve dans la colonne
entre p; et po, et est a distance 2 de la boite englobante de {p1,p2}, soit au-dessus, soit
en-dessous. On suppose d’abord que p3 est au-dessus, comme dans le troisieme schéma de la
figure 8.18. Alors p; = ps. On s’intéresse donc a ps, qui sépare py = p; = ro de {p1,p2,p3},
donc en particulier sépare r9 de p; = r1. On déduit donc que p; = r3 est a distance 2 de la
boite englobante de {p1,ps}. Tout choix pour ps crée alors un intervalle de taille 5 dans o,
apportant une contradiction.
Si p3 est en-dessous de la boite englobante de {p1,p2} (quatrieme schéma de la figure 8.18),
alors a partir de p3, p est une alternance d’épingles de type L et D, jusqu’a p;—o (ici, i—2 > 4).
Alors p;—1 est un épingle de type U ou R que p; sépare de {p1,...,pi—2}. En supposant que
pi—1 est de type R, elle doit étre & distance 2 de la boite englobante de {p1,...,p;—2}, et donc
dans la méme colonne que p; ce qui est impossible. Donc p;_1 est de type U, et se trouve dans
la ligne juste au-dessus de p; pour respecter la condition de distance 2. p continue ensuite
avec p; qui est une épingle de type R. Alors p;11 sépare en particulier p; = r1 de p; = 19, de
sorte que p;+1 = 73 se trouve dans la colonne entre p; et p;, et deux lignes au-dessus de p;
(la ligne a distance 2 en-dessous de p; est déja occupée par py). Cela signifie que p; 41 est a
distance 1 de la boite englobante de {p1, ..., p;}, et donc que i+1 = n. Dans la représentation
en épingles r, on a donc r; = p1, ro = p;, donc nécessairement r3 = p;y1 et ry = p;—1. ll y a
donc plusieurs points (au moins py et p3) sur les cotés de la boite englobante de {r1, 72, 73,74}
apportant une contradiction au lemme 8.10.

— L’épingle p; est dans la case 2. L’épingle p3 se trouve dans la colonne entre p; et po a distance
2 de la boite englobante de {p1,p2}. Elle ne peut pas se trouver en-dessous de cette boite
englobante ou sinon elle créerait un intervalle avec pi, p2, p;. Elle se trouve donc au-dessus,
comme dans le dernier schéma de la figure 8.18. On peut alors étre en présence d’une permu-
tation en épingles faite d’une alternance d’épingles de type L et U, jusqu’a une épingle py de
type R ou D. Alors p; sépare cette épingle py des précédentes, et on a p; = pgr1. L’ensemble
{p1,...,pr+1} forme alors un intervalle, et donc i = k + 1 = n. On vérifie alors facilement
qu’on se trouve en présence d’une permutation simple ¢ qui est un quasi-épi, et a donc deux
cavaliers actifs.

— L’épingle p; est dans la case 6. Elle sépare verticalement p; de po et donc i = 3. Alors, py
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est soit sur la gauche, soit sur la droite de la boite englobante de {pi, p2, p3}. Mais une autre
représentation en épingles de 0 commence par p; and ps, puisque ces deux points forment
un cavalier actif, et py doit donc aussi étre a distance 2 de la boite englobante de {p1, ps}.
En choisissant p4 & gauche, on crée un intervalle {p1, p2, p3, p4}, donc py se trouve a droite de
cette boite englobante, en dans la case numérotée 4 sur la figure 8.17. Dans la représentation
en épingles commencant par p1, p3, p4, on peut ensuite avoir une alternance d’épingles de type
U et R, jusqu’a ce qu'une épingle de type L ou D permette de lire le point py (comme dans
le cas ou p; se trouve dans la case 2). Dans ce cas, on obtient encore que o est un quasi-épi.

Le deuxiéeme cavalier actif est {p2,p;}. Sachant que (p2,p1,ps,...,pn) est une autre représen-
tation en épingles de o, ce cas est résolu par le précédent.

Le deuziéme cavalier actif est {p;, pn}. On suppose d’abord que i > 4. On considere alors la
boite englobante de {p1,...,pi—2}. Sans perte de généralité, on suppose que p;_1 est au-dessus de
cette boite englobante, et que p; est une épingle de type R, comme le montre la figure 8.19. On

Q)
IS
®

F1G. 8.19 — Cas du cavalier actif {p;, p,}, avec i > 4.

remarque que comme p;_1 est de type U, dans la boite englobante de {p1,...,pi—2}, il y a un point
dans chaque ligne, et dans chaque colonne, sauf dans celle de p;_;. Comme p,, et p; forment un
cavalier actif, p, doit se trouver dans I'une des huit cases numérotées sur la figure 8.19. Mais les
cases 3, 4, 5, 6, 8 doivent rester vides, puisque leurs lignes sont déja occupées par d’autres points. p,
ne peut pas non plus se trouver dans la case 7, puisqu’il doit étre a I'extérieur de la boite englobante
de {p1,...,pi—2}. Si p, est dans la case 2, alors la représentation en épingles r, qui commence la
lecture de o par r1 = p;,r2 = pp, continue ensuite par rg3 = p;_1 et donc p;_; doit se trouver
a distance 2 de la boite englobante de {p;,p,} c’est-a-dire dans la colonne la plus a droite de la
boite englobante de {pi,...,pi—2}, ce qui est impossible. On en déduit que p,, est dans la case 1.
Comme précédemment, rs = p;_1. Ainsi, r4 est une épingle de type D, r5 est de type L, et r est
une alternance d’épingles de type D et L. Le choix d’une épingle d’'un autre type la placerait sur
les cotés de la boite englobante de {p1,...,p;—2}, contredisant le lemme 8.10. On conclut dans ce
cas que o est un épi.

On suppose a présent que ¢ < 4. Les cas ¢ = 1 et ¢ = 2 ont déja été considérés dans les
cas précédents. Si ¢ = 3, on peut supposer sans perte de généralité que p1,p2 et p3 sont dans la
configuration représentée sur le premier schéma de la figure 8.20.

Alors p,, se trouve dans I'une des sept cases numérotées de 1 a 7 sur la figure 8.20. Les cases 1, 4
et 5 doivent rester vides, puisqu’un autre point se trouve dans leur colonne. Si p,, se trouvait dans
une des cases 2 ou 7, on créerait un intervalle de taille 4 dans o, ce qui est impossible. Ainsi, p, se
trouve en case 3 ou 6. On suppose que p, est dans la case 6, le cas de la case 3 pouvant étre traité
de fagon similaire. L’épingle p4 se trouve alors dans la ligne entre ps et p3, a distance 2 de la boite
englobante de {p1,p2, ps}. Si elle est a droite de cette boite englobante, alors ps = pj,, formant un
intervalle de taille 5 dans o, de sorte que py doit étre a sa gauche (voir le deuxieme schéma de la
figure 8.20). Alors I’épingle ps se trouve dans la colonne entre py et py, a distance 2 de la boite
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F1c. 8.20 — Cas du cavalier actif {ps, p,,}.

englobante de {p1,p2,p3,pa}. Si ps est au-dessus, alors elle se trouve dans la case juste au-dessus
de la case 3, et pg = pn, créant un intervalle de taille 6 dans o. Donc ps est en-dessous de cette la
boite englobante considérée, comme le montre le deuxieme schéma de la figure 8.20. On considere
a présent la représentation en épingles r de o qui commence par r; = ps, ro = p,. Nécessairement,
r3 = po, et 74 = py. Mais alors p; et ps sont tous deux sur les cotés de la boite englobante de
{r1,r2,73,74}, apportant une contradiction au lemme 8.10. ]

Une conséquence du lemme 8.47 qui sera utile au paragraphe 8.3.3 est la suivante :

Lemme 8.48. Pour tout n > 6, il y a 4 permutations en épingles simples de taille n possédant
4 points actifs, 8 qui en possedent 3, et toutes les autres ont 2 points actifs. Lorsque n < 6, on a
(voir la figure 8.15) :

— taille 4 : 2 permutations avec chacune 4 points actifs,

— taille 5 : 2 permutations avec b points actifs, et 4 qui en possedent 4,

— taille 6 : 4 permutations avec 4 points actifs, 12 qui en possédent 3, et 16 qui en possédent 2.

Démonstration. D’apres les définitions 8.26 et 8.46, et en utilisant le lemme 8.44, on déduit facile-
ment que les points actifs d’une permutation en épingles simple o sont les points appartenant &
un cavalier actif de o. La figure 8.15 donne alors le résultat pour n < 6. Pour n > 6, il suffit de
remarquer que les deux cavaliers actifs d’un quasi-épi ont un point en commun, alors qu’ils sont
disjoints dans un épi. Le lemme 8.47 donne alors le résultat. 0

On termine ce paragraphe par une remarque établissant un lien entre le nombre de représenta-
tions en épingles simples et le nombre de permutations en épingles simples.

Remarque 8.49. Etant donnée une permutation en épingles simple o dont un cavalier actif est
marqué, il y a une unique représentation en épingles p de o (I'unicité étant a échange de p; et po
pres) qui commence par le cavalier actif marqué. Ceci résulte du fait que chaque épingle p; de p pour
i > 3 est séparante (ou alors on créerait un intervalle non trivial dans o qui est simple), et donc
que p; est déterminée comme 'unique épingle sur les cotés de la boite englobante de {p1,...,p;—1}.

Dans le paragraphe 8.3.3, on utilise cette remarque pour déduire de I’énumération des repré-
sentations en épingles simples celle des permutations en épingles simples.

8.3.2 Enumération des représentations en épingles simples

Comme on I’a remarqué plus haut (page 189), il existe des représentations en épingles propres
qui ne sont pas simples. Dans [BHVO08a], le théoréme 3.4 (une fois reformulé avec la terminologie
employée dans cette these) énonce que toute représentation en épingles propre est presque simple, au
sens ol pour toute représentation en épingles propre p = (p1,p2, ..., Dn), SOit p, soit (p2, p3, ..., Pn),
soit (p1,ps, ..., Pn) est une représentation en épingles simple. On raffinant la preuve de ce théoreme,
on peut démontrer que presque toutes les représentations en épingles propres sont simples, et
caractériser celles qui ne le sont pas. Les étapes de la démonstration sont tres semblables, mais le
résultat obtenu est d’une nature différente.
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On a remarqué aussi (remarque 8.3) que pour toute représentation en épingles propre p =
(p1,P2,D3,---,Pn), alors p~ = (p2,p1,P3,-..,Pn) est aussi une représentation en épingles propre.
Ces deux objets représentent en fait la méme chose : on choisit d’abord une paire de points {p1, p2},
puis une épingle p3 qui sépare p; et ps, et on continue ainsi en insérant des épingles séparantes
a chaque étape. C’est pourquoi, dans toutes les considérations énumératives qui vont suivre, on
comptera les deux représentations en épingles p et p~ comme un seul et unique objet.

Pour obtenir les résultats d’énumération attendus, on utilisera parfois des mots d’épingles sim-
ples plutot que des représentations en épingles simples. Le lemme 8.50 montre que c’est équivalent,
a un facteur multiplicatif 4 prés. Le théoréeme 8.53 énumere les représentations en épingles propres
qui ne sont pas simples. On obtient ensuite facilement I’énumération des représentations en épingles
simples, donnée par le théoreme 8.55.

Lemme 8.50. Pour toute représentation en épingles propre p de taille au moins 3, il y a exactement
4 mots d’épingles stricts qui codent p (sans contrainte d’ordre entre p1 et p2). Ces 4 mots d’épingles
stricts correspondent auzx 4 lectures possibles du cavalier actif {p1,p2}.

Démonstration. 11y a 9 positions possibles de 'origine (pg) par rapport & p; et pa, parmi lesquelles 4
seulement donnent lieu & un mot d’épingles strict. Il s’agit des positions 1,2, 8 et 9 de la figure 8.21,
correspondant respectivement aux préfixes 4R, 3R, 1L et 2L d’un mot d’épingles strict.

D3
O @ &
o2
®
oP1
® © ©

Fi1G. 8.21 — Parmi les 9 positions possibles du point fictif servant d’origine au codage d’une repré-
sentation en épingles propre p par un mot d’épingles, 4 seulement donnent lieu & des mots d’épingles
stricts.

Dans les positions 1 et 2 (resp. 8 et 9), la lecture des deux premiers points se fait dans lordre
p1 puis pe (resp. po puis pp). Il faut bien remarquer que lorsque l'origine est en 1 (resp. 9), et la
lecture de po puis p; (resp. p1 puis pa) n’est pas admissible, car elle induirait deux épingles de méme
orientation (ici, verticale) consécutives, ce qui est par définition interdit.

Pour les autres positions possibles de 1'origine, et quelque soit I’ordre choisi pour p; et p2 (lorsque
les deux ordres possibles sont admissibles), les deux premieres lettres du mot sont des chiffres. [J

Lemme 8.51. Pour tout n > 3 il y a 2™ représentations en épingles propres de taille n.

Démonstration. On montre qu’il y a 2”2 mots d’épingles stricts de taille n, le lemme 8.50 donnant
alors le résultat directement. Il y a 4 possibilités pour la premiere lettre d’un mot d’épingles strict
(1,2,3 ou 4), 4 encore pour la deuxieme lettre (U, D, L ou R), et a partir de la troisieme lettre,
il n’y a plus que deux choix admissibles, qui dépendent de la lettre précédente dans le mot (seuls
U et D peuvent apparaitre apres L ou R, et inversement). On obtient donc 2”72 mots d’épingles
stricts de taille n, ce qui termine la démonstration. ]

La démonstration du théoréme 8.53 suit les mémes étapes que celle du théoreme 3.4 de [BHV08a].
Le lemme 8.52 est démontré dans [BHV08a] (ou il apparait comme le lemme 3.3) :

Lemme 8.52. Dans une représentation en épingles propre p = (p1,p2,...,Pn), pour tout i > 3, p;
et pi+1 sont séparés soit par p;—1 soit par chaque point de l’ensemble {p1,...,pi—2}.

Théoreme 8.53. Pour tout n > 5, il y a 16 représentations en épingles propres de taille n qui ne
sont pas simples. Elles correspondent aux permutations suivantes :
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— les 8 quasi-épis de taille n — 1 dont le point de substitution auziliaire est dilaté par 12 ou 21
(selon que le quasi-épi est montant ou descendant),

— les 8 permutations obtenues a partir des 4 épis de taille n — 1 en ajoutant un élément a leur
représentation graphique, dans l'un des deux coins définissant la diagonale qui correspond a
la direction de l’épi.

Pour n = 4, seules 8 représentations en épingles propres ne sont pas simples. Elles correspondent
aux 8 permutations du deuziéme point ci-dessus.

La figure 8.22 montre les deux types de représentations en épingles propres qui ne sont pas
simples.

Pn—1 Pn—2
° °
® Pn ®Pn—1
Ps
D5 . . °
[ - i p3
D3 ® D6 °
) P4y @
® D4 e | P1
° D2 °
[ ] D2 ® [Pn

b1

F1G. 8.22 — Les deux types de permutations qui ne sont pas simples mais admettent des représen-
tations en épingles propres.

Démonstration. La démonstration du théoreme 8.53 utilise a plusieurs reprises la remarque suiv-
ante, dont la preuve, immédiate, est omise.

Remarque 8.54. Si B est un bloc d’une permutation o, et si z et y sont deux points de B, alors
tout point de o qui sépare x et y appartient aussi au bloc B.

On considére donc une représentation en épingles propre p = (p1,...,pn) (avec n > 4) qui code
une permutation o, et on suppose que o n’est pas simple. Il existe alors un intervalle non trivial
dans o. On choisit un tel intervalle M C {p1,...,pn}, qui soit minimal au sens de I'inclusion (M ne
contient aucun intervalle, si ce n’est des singletons). M étant de taille au moins 2, on peut choisir
deux indices ¢ et j, avec i < j tels que {p;,p;} € M. On fait ce choix de telle sorte que j soit
minimal parmi toutes les valeurs possibles.

Sii < j < mn,alors {pji1,...,pn} € M, puisque toutes ces épingles séparent deux point
appartenant a M. Avec le lemme 8.52, et comme j est minimal, on déduit que {p1,...,pj—2} C M,
sauf si ¢ = j — 1. Dans ce dernier cas, le lemme 8.52 et la minimalité de j assurent que i < 2, et
on reviendra sur ce cas ensuite. On se concentre d’abord sur la situation ou {p1,...,pj—2} € M. Si
J >4, pj—1 sépare deux points de M, et donc appartient aussi & M. Ainsi, M = {p1,pa,...,pn}, ce
qui est impossible. Si 7 < 2, On obtient aussi que M = {p1,p2,...,pn}, c’est-a-dire qu’on est face
a la méme contradiction. Enfin, si j = 3, on peut supposer sans perte de généralité que ¢ = 2 et
p1 € M. Toutes les épingles a partir de py séparent deux points de M donc appartiennent aussi a
M. Mais comme p; ¢ M, il ne peut exister aucun indice k tel que py soit sur les cotés de la boite
englobante de {po,...,px}. Cette condition force M a représenter un épi, et p; a se trouver dans
un coin de la boite englobante de M, juste a c6té de po et ps. Cette situation est représentée sur la
premiere partie de la figure 8.22.

Il reste donc a considérer les cas o i = j — 1 pour ¢ = 1 ou 2. Si i = 1, alors {p1,p2} C M, et
on obtient par récurrence que pour tout k > 3,pr € M, puisque c’est une épingle séparant deux
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points de M. Ainsi, M = {p1,p2,...,pn}, ce qui est comme précédemment une contradiction. Si
i =2, alors {p2,p3} C M, et on obtient de la méme maniére que {p2,ps,...,pn} C M. Le point p;
n’est pas dans M, sinon la minimalité de j serait mise en défaut. Par conséquent, on retrouve la
situation illustrée par le premier schéma de la figure 8.22 : M est un épi et p; est dans un coin de
M, tout proche de py et ps.

Si au contraire j = n, alors par minimalité de j, M = {p;,p,}. Dans le cas i = n — 1, le
lemme 8.52 apporte une contradiction. Si 3 < i < n — 2, alors p; sépare {pi,...,pi—1}, alors que
pn e peut pas séparer ces points, ce qui est a nouveau une contradiction. Ainsi, ¢ = 1 ou 2. Sans
perte de généralité, on suppose que i = 1, c’est-a-dire que M = {p1,p,}. Il est alors impossible
que {p2,pn} soit un intervalle : p3 séparant p; de po doit aussi séparer p,, de ps. Par conséquent,
on peut supposer que M = {p1,p,} est le seul intervalle non trivial de o, ou la question aurait été
résolu par un des cas précédents. Cela implique en particulier que la représentation graphique de
{p2,...,pn} est celle d’'une permutations simple, et donc que n > 5. Sans restreindre le propos, on
peut faire I’hypothese que p; et p, sont en ordre décroissant, dans une lecture de gauche a droite,
comme le montre le deuxiéme schéma de la figure 8.22. Alors p,, est une épingle soit de type R soit
de type D. On supposera qu’elle est de type D, ce qui n’est pas une restriction, a symétrie pres.
Cela force toutes les épingles de ps & p,_2 & étre en haut a gauche de pq, et p,_1 & étre une épingle
de type R. Nécessairement, les épingles de ps a p,—o sont de type L et U en alternance, de sorte
que o est un quasi-épi ou le point de substitution auxiliaire est dilaté, par 21 dans le cas représenté
sur la figure 8.22. De maniere générale, ce point est dilaté par 12 ou 21, et la distinction entre ces
deux cas se fait par le sens (montant ou descendant) du quasi-épi. O

Théoréme 8.55. Pour toutn > 5 il y a 2™ — 16 représentations en épingles simples de taille n, il
y en a 8 de taille 4, et aucune de taille strictement inférieure. La série génératrice de [’ensemble

des représentations en épingles simples est donc SiRep(z) = 8z* + f%’“;z — 11617“'25

Démonstration. Le premier point est une conséquence immédiate du lemme 8.51 et du théo-
reme 8.53. Le second point est obtenu par un calcul élémentaire. ]

8.3.3 Enumération des permutations en épingles simples

On rappelle que les représentations en épingles simples sont en bijection avec les permutations
en épingles simples ayant un cavalier actif marqué (voir la remarque 8.49). L’énumération donnée
par le théoreme 8.55 peut donc aussi étre vue comme celle des permutations en épingles simples,
ou chaque permutation est comptée avec une multiplicité égale a son nombre de cavaliers actifs.
Ce n’est pas exactement cette série génératrice avec multiplicité qui sera utile pour I’énumération
des permutations en épingles au paragraphe 8.4. Cependant, elle autorise a calculer deux séries
génératrices qui serviront ce but : la série génératrice des permutations en épingles simples (sans
multiplicité), et la série génératrice des permutations en épingles simples avec une multiplicité égale
au nombre de leurs points actifs.

Théoréme 8.56. La série génératrice des permutations en épingles simples (sans multiplicité) est

Si(z) = 224 + 625 4 3256 4 12827 _ 2827,

Théoréeme 8.57. La série génératrice des permutations en épingles simples, comptées avec une

multiplicité égale & leur nombre de points actifs, est SiMult(z) = 82* +262° + 8426 + 215_62’2: — Aio_i.

Démonstrations des théorémes 8.56 et 8.57. Le théoreme 8.55 et le lemme 8.47 assurent que :
— pour la taille n = 4, il y a 2 permutations en épingles simples, chacune d’elles ayant 4 cavaliers
actifs,
— pour la taille n = 5, il y a 2 permutations en épingles simples avec 4 cavaliers actifs, et 4 avec
2 cavaliers actifs,
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— pour la taille n = 6, il y a 16 permutations en épingles simples avec 2 cavaliers actifs, et 16
avec 1 cavalier actif,

— pour toute taille n > 7, il y a 12 permutations en épingles simples avec 2 cavaliers actifs et
2" — 16 — 2 x 12 = 2™ — 40 permutations en épingles simples avec 1 cavalier actif.

Le dernier point utilise la remarque 8.49 : les 12 permutations en épingles simples avec 2 cavaliers
actifs comptent pour un total de 2 x 12 représentations en épingles simples.

On obtient donc

Si(z) = 22"+ (2+4)2° + (16 +16)2° + > (12 +2" — 40)2"
n>7

= 2274625 +322° + Z(Q” —28)2"
n>7

ce qui termine, apres quelques calculs sans difficulté, la démonstration du théoreme 8.56.

Pour le théoreme 8.57, il faut étudier le nombre de points actifs dans toute permutation en
épingles simple. Avec le lemme 8.48, on obtient immédiatement que

SiMult(z) = (2x4)2+(2x5+4x4)2° 4+ (4x4+12x3+16 x 2)2°
+3 (4x44+8x3+ (2" —40) x 2)2"
n>7
= 82" +262° + 8420 + ) (27! — 40)2"
n>7
ce qui acheve la démonstration du théoreme 8.57. 0

8.4 Série génératrice de la classe des permutations en épingles

Dans ce paragraphe, on calcule la série génératrice de la classe des permutations en épingles. Plus
exactement, on calcule la série génératrice des arbres de décomposition associés aux permutations
en épingles, ce qui, d’aprés le théoreme 2.44 (page 46), est équivalent.

8.4.1 Une équation définissant les arbres de décomposition des permutations
en épingles

On note S 'ensemble des arbres de décomposition des permutations en épingles. On note aussi
ET (resp. £7) Pensemble des arbres de décomposition des épis montants (resp. descendants), et N/t
(resp. N'7) lensemble des arbres de décomposition des permutations en épingles qui ne sont pas
des épis montants (resp. descendants) et dont la racine n’est pas un nceud @ (resp. ©). L’ensemble
N (resp. N7) correspond donc aux arbres qui ne représentent pas des épis montants (resp. de-
scendants) mais qui peuvent étre fils d’'un nceud @ (resp. ©) dans l'arbre de décomposition d’une
permutation en épingles.

On adopte dans ce paragraphe les notations génériques a (resp. 3T, resp. 37) pour représenter
une permutation en épingles simple (resp. un quasi-épi montant, resp. un quasi-épi descendant).
Une formulation alternative (et plus visuelle) de la caractérisation donnée au théoréme 8.25 est
donnée par 1’équation suivante :
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//\\ + //@\\ + //@\\ + //@\\\
gt - s EF E— & - E g - N

g+ g—i—

S\ {e} S\ {e} S\ {e}

On justifie cette équation en rappelant les conditions sur les arbres de décompositions pour
que la permutation qui leur est associée soit une permutation en épingles : une permutation o est
une permutation en épingles si et seulement si son arbre de décomposition 7, satisfait I'une des
conditions ci-dessous.

— 7, est une feuille.

— La racine de 7, est un nceud linéaire d’étiquette @ et tous ses fils sont des épis montants.

— La racine de 7, est un nceud linéaire d’étiquette @ et tous ses fils sont des épis montants,

sauf 'un d’entre eux, qui appartient & N'*.

— Le cas ou la racine de 7, est un nceud linéaire d’étiquette © est identique aux deux points

ci-dessus, en remplacant £, N'* et épis montants par £, N~ et épis descendants.

— La racine de 7, est un noeud premier étiqueté par une permutation en épingles simple «, et

tous ses fils sont des feuilles.

— La racine de 7, est un noeud premier étiqueté par une permutation en épingles simple «, et

qui a exactement un fils non feuille. Ce fils non trivial doit dilater un des points actifs de «

(indiqués par _____ ).
— La racine de 7, est un noeud premier étiqueté par un quasi-épi montant 31, et elle a deux fils
non réduits a des feuilles : I'un dilate de point de substitution principal de 87 (noté ),

et l'autre est la permutation 12 qui dilate le point de substitution auxiliaire de 8% (noté
. ).

— Le cas ou la racine de 7, est étiquetée par un quasi-épi descendant 3~ et a deux fils non
feuilles est identique au cas précédent, a ceci pres que 12 est remplacé par 2 1.

8.4.2 Séries génératrices simples mises en jeu

Dans I’équation décrivant les arbres de décomposition des permutations en épingles donnée plus
haut, de nombreuses séries génératrices apparaissent. On peut les expliciter grace aux techniques
de combinatoire analytique de [FSO08] rappelées dans le chapitre 10.

— &1, £~ : Ce cas représente I'ensemble des arbres associés aux épis (montants ou descendants).
D’apres la définition 8.16, ces deux ensembles ont la énumération, et donc la méme série génératrice,
notée E(z). Il y a deux épis montants (resp. descendants) de chaque taille n, sauf pour n = 1,2 ou
il y a un unique épi dans chaque direction. Ainsi,

z+z3
1—2z°

On rappelle au passage que ET (€™ = {®, Tag13, T3142}-
— , : Les séries génératrices correspondantes, notées TE™(z) et

//\\
ET £ &

2 2
TEY(2) =TE (2) =TE(z) = %
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@ (resp. ©), dont tous les fils (en nombre supérieur ou égal a 2) sont des épis montants (resp.
descendants), sauf un qui appartient & N (resp. N7). En termes de séries génératrices, cela
revient & considérer une séquence d’épis montants (resp. descendants), dont un élément est pointé
et remplacé par une permutation de Nt (resp. N7). On note TEN(2) la série génératrice des
séquences d’épis montants (resp. descendants) ot I'un des épis a été remplacé par une permutation
de N'T (resp. N7), et N(z) la série génératrice des arbres de décomposition de Nt (resp. N 7). On
obtient alors

: Ces arbres de décomposition sont ceux ayant une racine

B o _ 2E(z) — E?(2)
TEN'(2) =TEN (2) =TEN(z) = WN(Z).

~ N*t, N~ : L’ensemble N (resp. N'7) est I'ensemble des arbres de décomposition qui ne
correspondent pas & des épis montants (resp. descendants) et dont les racines ne sont pas étiquetées
par @ (resp. ©). On considere & présent seulement le cas de N, I'étude de N~ étant tout a fait
similaire. Comme tout épi de taille au moins 4 est une permutation simple (voir lemme 8.17(%)),
tout élément de taille au moins 4 dans £ est de la forme /./a\\ pour une permutation en

épingles simple a. D’aprés la définition 8.18, les permutations de taille au plus 3 dans £ sont
1,21,231 et 312, et les arbres de décomposition correspondants ont leur racine étiquetée par ©,
sauf 1 dont 1’arbre de décomposition est réduit & ®. Ainsi, I'intersection de £ avec ’ensemble des
arbres de racine @ est vide. On a par conséquent

Nt=8§-¢&F - - @

@D
54_5/.;./\}54- 5-1—% xg-&-

Du point de vue des séries génératrices, cela donne

N(z) = N (2)=N"(2)=5(z) - (E(2) + TE(z) + TEN(z))
(22422 —1)(23+ 5(2)23 +25(2)z + 2 — S(2))
1—2z+ 22

— BT, B~ : On note QF(z) la série génératrice des quasi-épis, comptés avec une multiplicité
égale a leur nombre de paires de points de substitution. D’apres la définition 8.20, si n > 6, il y a
quatre épis montants (resp. descendants) de taille n, et pour tout n < 6 (et si bien stir n > 4), il y
a seulement deux telles permutations, mais qui ont multiplicité 2. Ainsi,

474

QF* () = QF(2) = QB(z) = -

(8.1)

On remarque aussi que {7} ({37} = 0 si I'on considére, comme pour le calcul de la série
génératrice, les quasi-épis avec leurs points de substitution principal et auxiliaire marqués.

8.4.3 Série génératrice de la classe

Avant de calculer la série génératrice S(z) de la classe des permutations en épingles, d’autres
termes de ’équation de la page 200 doivent étre explicités.

SN

: Ces termes sont énumérés par la série Si(z) définie dans le théoreme 8.56.
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— QL : La racine est un nceud premier et un de ses points actifs est dilaté par
.‘/../‘\.\;\‘
S\{e}
une permutation de taille au moins 2. Le théoreme 8.57 donne la série génératrice SiMult(z) des
permutations en épingles simples comptées avec une multiplicité égale a leur nombre de points

actifs. La série génératrice pour les arbres de cette forme est donc SiM ult(z)(%)

5\{®} 5\ (e}
par un quasi-épi montant (resp. descendant), dont les points de substitution principal et auxiliaire
sont fixés (énumérés par QE(z), voir I’équation 8.1), et sont tels que
— le point de substitution principal est dilaté par une permutation non feuille, ce qui revient a
remplacer la feuille correspondante sous la racine par un arbre de S\ {@®},
— la feuille correspondant au point de substitution auxiliaire est remplacée par 12 (resp. 21).
Dans les séries génératrices, ces deux conditions correspondent respectivement a des multiplications

par % et par z. On obtient donc que les séries génératrices des termes ayant la forme ci-dessus

sont QE1(2)(S(2) — 2) et QE~(2)(S(2) — 2).

On est maintenant en mesure de transcrire I’équation donnant S en termes d’arbres (celle de la
page 200) en une équation satisfaite par la série génératrice S(z) des permutations en épingles, et
on obtient :

: Ces arbres de décomposition ont leur racine étiquetée

E*(2)? 2E%(2) — ET(2)? E=(2)? 2B~ (2) — B~ (2)?
1—E () (1-E'(2)? "B G (-E(
S(z) — —z

S(z) = z+ ]
Z) +QE™(2) (25(21) +QE (2) (ZS(Z’)Z_Z>

NT(2) + T

+5i(z) + SiMult(z) (

La résolution de cette équation aboutit au résultat suivant :

Théoréme 8.58. La classe des permutations en épingles a une série génératrice rationnelle, qui

est
826 — 2025 — 424+ 1223 — 922+ 62— 1

828 — 2027 4+ 826 + 1225 — 1424 + 2623 — 1922 + 82 — 1

S(z) ==z

Un développement de Taylor de S donne le nombre de permutations en épingles de taille au
plus 10 (d’autres termes pouvant étre obtenus avec un logiciel de calcul formel) :

S(2) = 2 4 22% 4+ 623 + 2421 4 1202° + 66425 + 359627 + 190042° + 9959627 + 52142020 + O(2!)

Remarquons que les huit premiers termes étaient déja donnés dans [BRV0S].

8.5 Discussion sur la base de la classe des permutations en épingles

Jusqu’ici, tout ce chapitre a été consacré a la preuve de la conjecture 8.9 de R. Brignall,
N. Ruskuc et V. Vatter dans [BRV08], énoncant que la classe des permutations en épingles a
une série génératrice rationnelle. Le théoreme 8.58 répond positivement a cette conjecture. Tou-
jours dans [BRV08], une autre question a propos de la classe des permutations en épingles reste en
suspens, et concerne la base de cette classe.

On note B la base de la classe des permutations en épingles. D’apres le théoreme 1.25, B
est I’ensemble des permutations qui n’admettent pas de représentations en épingles et qui sont
minimales pour ce critére, au sens de la relation de motif <.
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R. Brignall, N. Ruskuc et V. Vatter considerent dans [BRVO08] qu’il n’est pas évident que la classe
des permutations en épingles ait une base finie. On démontre ici que cette base B est en fait infinie,
en décrivant une antichaine infinie (0,,),>g (c’est-a-dire que les permutations o, sont deux a deux
incomparables pour <) dans la base de la classe des permutations en épingles. On peut remarquer
que (oy,) peut étre étendue par o6 =361524 et 0y = 3746152, mais on ne peut prolonger cette
antichaine par aucune permutation de taille 5, celles-ci étant toutes des permutations en épingles
(voir [BRVO0S]).

L’étude des antichaines infinies de permutations est un domaine de recherche tres actif depuis
quelques années, comme on peut s’en rendre compte dans [AMRO02, BS00b, Bri07] par exemple.
Dans [Bri07], des antichaines infinies de permutations sont obtenues en ajoutant des épingles autour
d’un motif de petite taille. C’est cette technique que ’on utilise ici.

Les permutations (oy,),>g sont construites par insertion d’épingles séparatrices autour de la
permutation m = 15243, dont la représentation graphique est donnée sur la figure 8.23, et qui
possede une propriété particuliere :

Lemme 8.59. On consideére la permutation m = 15243 et on note x ’élément de w le plus a droite
dans sa représentation graphique, qui correspond a la valeur 3. Il n’y a aucune représentation en
épingles de m qui finisse par le point x. Cependant, tout motif de m obtenu par suppression d’un
élément y # x dans w posséde une représentation en épingles se terminant en x.

Démonstration. On note B la boite englobante de tous les éléments de 7 sauf x. L’élément x sépare
B en deux sous-ensembles contenant chacun deux points, de telle sorte que = ne peut satisfaire ni
la condition d’indépendance, ni la condition de séparation par rapport a B. Cela démontre que 7
n’a pas de représentation en épingles se terminant en zx.

Le deuxieme point de I’énoncé du lemme 8.59 se prouve facilement par une étude exhaustive de
tous les cas. O

On peut aussi remarquer que 7 est une permutation en épingles, comme toutes les permutations
de taille au plus 5.

Fic. 8.23 — La permutation 15243, qui est le point de départ de la construction de chacune
des permutations o,, dont I’ensemble forme une antichaine infinie dans la base de la classe des
permutations en épingles.

On définit alors les permutations (oy,)n>s & partir de la permutation 7 de la maniere suivante :

Définition 8.60. Sin = 2k + 1,(k > 4), alors o, est la permutations obtenue & partir de 7 par
insertion d’épingles séparantes, notées sg, s7, . . . , S, selon le schéma (UR)’“*?’DR. Sin =2k, (k >4),
alors o, est la permutation obtenue a partir de m par insertion d’épingles séparantes sg, s7, ..., Sn
selon le schéma (UR)**ULU. Dans les deux cas, la premiere épingle sg sépare le point z des quatre
autres points de 7, et chaque épingle s, (k > 7) sépare la derniére épingle insérée des autres points.

Remarque 8.61. L’indice n dans la définition 8.60 correspond & la taille de la permutation o, et
chaque permutation o, contient une unique occurrence de 7.

La définition 8.60 est illustrée sur quelques exemples en figure 8.24.
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S10
Se6 ® S8
S8 ® [ ]
® S6 ® S7 SS9 @
® [ S6| @
57| @ [ ] ® S7
[ ] [ ] o
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] ® S9 [ ]
[ ] [ ] [ ]
S8
512
S14 ®
® 510 L
S12 @ ® 513
513 @ S8 @
S10 @ ® S11
® S11 S6 L]
Ss| @ [ ] S9
@® S9 o
S6 @ [ S7
® S7 [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ]
° ® S15
[ ] [ ]

S14

F1aG. 8.24 — Les permutations o, pour n = 8,9,10,14 et 15.

Proposition 8.62. Pour tout n, la permutation o, n’a aucune représentation en épingles, mais
chaque permutation obtenue par suppression d’un élément dans o, est une permutation en épingles.

Démonstration. On démontre d’abord par I'absurde que o, n’a aucune représentation en épingles.
On suppose donc qu’il existe une représentation en épingles p de g,,. On considere I'unique occur-
rence de ™ dans o,, et on note 1,,2,,...,5; les éléments de o, qui correspondent respectivement
aux éléments 1,2,...,5 dans w. Avec les notations du lemme 8.59, = = 3.

D’apres le lemme 8.44, {p1,p2} est un cavalier. Ainsi, il y a peu de paires de points de o, qui
peuvent correspondre & {p1, p2}. Plus précisément, il y a cinq cavaliers dans o,,, qui sont les paires
de points {1,2:}, {25,472}, {3r,4x}, {47,572}, et {Sn—1, sp}. Pour chacun de ces cas, on dérive une
contradiction.

Le raisonnement pour obtenir cette contradiction est le méme dans tous les cas. Apres p; et po,
les épingles suivantes dans la représentation en épingles p sont déterminées par le lemme 8.10. Mais
dans chacun des cing cas a étudier, il arrive un moment ou il y a plusieurs points sur les cotés la
boite englobante des point déja lus par p. Le lemme 8.10 assure alors que la construction de p ne
peut pas se poursuivre, démontrant ainsi que o, n’a pas de représentation en épingles.

On démontre a présent que la suppression de tout élément dans o,, aboutit & une permutation
qui posséde une représentation en épingles. On distingue cinq cas, selon le point qui est supprimé :
le point © = 3; de 7, un autre point de 7, la derniére épingle insérée autour de m (c’est-a-dire s,,),
ou lavant-derniére (c’est-a-dire s,,—1), ou enfin toute autre épingle s;. On note o’ la permutation
obtenue apres la suppression dans o,,.
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8.5. Discussion sur la base de la classe des permutations en épingles

Si x = 3, est supprimé de o, alors une représentation en épingles de o’ est construite ainsi :
on commence par une représentation en épingles de 7\ {x} (qui existe trivialement), puis on lit sg
(qui est alors une épingle indépendante), et on continue avec les épingles sz, ..., s, dans cet ordre
(qui sont toutes des épingles séparantes).

Si ¢’est un point y # x de 7 qui est supprimé de o, alors d’apres le lemme 8.59, il existe une re-
présentation en épingles de 7\ {y} qui termine par x, qui peut étre prolongée en une représentation
en épingles de o’ par les épingles séparantes (s;)6<j<n-

Si une épingle s, k > 6, est supprimée de o, le début d’une représentation en épingles de o’ est
construit de la maniére suivante : on commence par une représentation en épingles p de 7\ {1} se
terminant en x = 3, (dont l'existence est assurée par le lemme 8.59), et on continue avec les épingles
séparantes s;, en s’arrétant a sy_; (lorsque k£ = 6, on ne prend donc aucune épingle séparante s;).
La fin de la représentation en épingles de o’ varie selon que k =n, k=n—1ou k € [6..(n — 2)].

Si k = n, 1, joue le role de la derniere épingle, qui est séparante, et on obtient la représenta-
tion en épingles désirée. Si k = n — 1, apres s,_s viennent les épingles s,, puis 1,, toutes deux
indépendantes. Dans tous les autres cas, apres s;_1, on termine la représentation en épingles de o’

en construction par les épingles 1, puis si11 (indépendantes) et enfin sgio,..., s, (séparantes).
Il est ainsi démontré que toute permutation obtenue par suppression d’un élément dans o, est
une permutation en épingles. ]

Conséquence 8.63. La suite de permutations (oy,) est une antichaine (pour la relation d’ordre <),
et pour tout n, o, appartient ¢ la base B des motifs exclus qui caractérise la classe des permutations
en épingles.

Démonstration. On démontre le premier point par I’absurde : on suppose que (0,) n’est pas une
antichaine. Il existe donc deux entiers k et n, avec k < n tels que o soit motif de o,. Comme
k < n, cela implique qu’il existe une permutation ¢’ de taille n — 1, obtenue par suppression d’'un
élément dans o, telle que o = ¢’ < o,. D’apreés la proposition 8.62, ¢’ est une permutation en
épingles. Le lemme 8.7 assure alors que o est aussi une permutation en épingles, contredisant la
conséquence 8.63.

La proposition 8.62 implique que tout motif strict de o, est une permutation en épingles,
puisque l'ensemble des permutations en épingles forme une classe de permutations (d’apres le
lemme 8.7). Le deuxiéme point est donc simplement obtenu par définition de la base d’une classe
de permutations. ]

On peut alors conclure que :
Théoréme 8.64. La classe des permutations en épingles a une base infinie.

La littérature ne présente que quelques rares exemples de classes de permutations ayant a la fois
une base infinie et une série génératrice rationnelle. On en trouve un exemple dans [AAAT07] : les
classes 7 contenant les permutations obtenues apres k transposition switches en série, pour k > 5.
On peut remarquer que dans [AAAT07] le caractere rationnel des séries génératrices est obtenu par
des techniques de théorie des automates, ce qui peut étre mis en parallele avec la preuve donnée
ici du théoreme 8.58, ou le langage des mots d’épingles joue un role fondamental.
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Chapitre 9. Algorithme polynomial décidant si une classe contient un nombre fini de permutations simples

Dans ce chapitre, on s’intéresse en détails a la procédure de R. Brignall, N. Ruskuc et V. Vatter
dans [BRVO8] permettant de décider si une classe de permutations donnée par sa base finie de
motifs exclus contient un nombre fini de permutations simples. On rappelle que cette étude est
motivée par le théoreme de M. H. Albert et M. D. Atkinson dans [AA05] affirmant que si une classe
C contient un nombre fini de permutations simples, alors sa série génératrice est algébrique, et que
la preuve de ce résultat donne en outre une méthode de calcul de la série génératrice de C étant
données les permutations simples appartenant a C.

Le théoreme de M. H. Albert et M. D. Atkinson s’applique & toutes les classes de permutations,
décrites de quelque maniére que ce soit, et dont la base n’est pas a priori finie.[8l Il est important
de remarquer que les travaux de [BRVO0S8], aussi bien que 'amélioration qui en est proposée dans
ce chapitre, ne s’appliquent qu’au cas des classes de permutations décrites par leur base de motifs
exclus, et dans le cas ol cette base est finie.

9.1 Mots d’épingles et premiere procédure de décision

La procédure de décision de [BRV0S] utilise les représentations en épingles des permutations,
a travers leur codage par des mots d’épingles. Avant de présenter les principales étapes de cette
procédure, on donne certaines propriétés des mots d’épingles qui en justifieront la correction.

9.1.1 Quelques propriétés des mots d’épingles
On rappelle et on précise la définition des mots d’épingles, déja donnée page 176.

Définition 9.1. Soit p = (p1,p2,...,pn) une représentation en épingles d’une permutation en
épingles o.

Un mot d’épingles w = wyjwsy . .. w, associé a p est un mot sur l'alphabet {1,2,3,4, L, R,U, D} tel
que pour tout k > 2, "épingle pgy1 est codée par la lettre wy41 selon les regles suivantes :

— si pgy1 sépare pp de 'ensemble {p1,pa,...,px—_1}, alors elle se trouve sur 'un des cotés de
la boite englobante de {p1,p2,...,pr}, et wry1 est L, R,U ou D, selon la position de pyy1,
respectivement a gauche, a droite, au-dessus ou en-dessous de cette boite englobante,

— si pr+1 satisfait les conditions d’extériorité et d’indépendance, et par la méme se trouve
dans un des coins (ou quadrants), numérotés selon le schéma %&, par rapport a la boite
englobante de {p1,pa,...,pr}, alors le numéro du quadrant est la lettre codant py,; dans le
mot d’épingles.

Pour le codage de p; et pa, on choisit un point fictif pg dans le plan, puis on code p; par la lettre
(ici, un chiffre entre 1 et 4) correspondant a la position relative de p; par rapport a pg, et enfin,
on code py comme les points p; pour k > 3, selon sa position par rapport a la boite englobante de

{po,p1}.

On rappelle que pg doit étre choisi de telle sorte qu’aucun point de la permutation o, sauf p;, ne
soit & l'intérieur de la boite englobante de {po, p1}, et que plusieurs tels choix de py sont possibles,
conduisant ainsi & avoir plusieurs mots d’épingles codant une méme représentation en épingles.

Remarque 9.2. Pour toute représentation en épingles p donnéel, il y a au plus huit mots
d’épingles qui la codent. Ces huit mots d’épingles correspondent aux huit placements possibles
de pg par rapport a p; et ps qui sont illustrés sur la figure 9.1.

Parmi ces huit préfixes de mots d’épingles, certains sont interdits lorsque ps est une épingle
séparante : en effet si p3 est une épingle de type U ou D (resp. L ou R) alors les préfixes 2U et 3U
(resp. 3R et 4R) ne sont pas admissibles dans un mot d’épingles codant p.

[ElOn notera cependant que sous '’hypothese qu’une classe C contient un nombre fini de permutations simples, le
théoreme de [AAO05] affirme aussi que la base de C est finie.
" Contrairement au chapitre 8, ’ordre entre p; et p2 est ici fixé a 'avance.
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9.1. Mots d’épingles et premiére procédure de décision

4R (3R |,
41|31 |30
11 21 | 2v

F1G. 9.1 — Les placements possibles de py par rapport a p; et po qui autorisent le codage par un
mot d’épingles d’une représentation en épingles p = (p1,p2,...,pn). A chaque place possible de pg
sont indiquées les deux premieres lettres du mot d’épingles correspondant codant p.

Définition 9.3. On introduit une notation supplémentaire pour distinguer les deux types de lettres
des mots d’épingles. On appellera chiffres les lettres 1,2, 3 et 4, et directions les lettres L, R, U et
D.

Une premiere propriété importante des mots d’épingles est la suivante :

Proposition 9.4. Dans tout mot d’épingles, une lettre U ou D (resp. R ou L) ne peut étre suivie
que par une lettre de l’ensemble {1,2,3,4, R, L} (resp. {1,2,3,4,U,D}).

Démonstration. Par définition, dans toute représentation en épingles, il est impossible d’avoir deux
épingles séparantes consécutives qui aient la méme orientation (verticale ou horizontale). La propo-
sition 9.4 est le pendant de cette remarque dans le codage par des mots d’épingles. O

Cette propriété est en fait une caractérisation des mots d’épingles :

Proposition 9.5. Tout mot w sur Ualphabet {1,2,3,4, L, R,U, D} qui commence par un chiffre
et ne contient pas de facteur dans {LL,RR,LR,RL,UU,DD,UD,DU} est un mot d’épingles,

c’est-a-dire qu’il code une représentation en épingles d’une permutation en épingles.

Démonstration. Par hypothése, w ne contient pas deux directions successives qui aient la méme ori-
entation (horizontale ou verticale). Il est alors évident de construire une représentation en épingles
p qui soit codée par w, en insérant autour d’une origine fictive pg des épingles p; qui sont
— indépendantes et dans le quadrant indiqué par w; si w; est un chiffre,
— séparantes (c’est-a-dire séparant p;—1 de {po,p1,...,pi—2}) et dans la direction indiquée par
w; sinon.

O

Ce seront essentiellement les mots d’épingles codant les représentations en épingles propres
(ou toutes les épingles p; pour ¢ > 3 sont séparantes, voir définition 8.4 page 173) qui vont nous
intéresser dans la suite. C’est pourquoi on précise :

Définition 9.6. Un mot d’épingles w = wy ... w, est un mot d’épingles strict lorsque w; est un
chiffre et toutes les lettres suivantes de w sont des directions.

On notera SP le langage des mots d’épingles stricts.

Un mot d’épingles w = w; ... w, est un mot d’épingles quasi-strict lorsque w; et wo sont des
chiffres et toutes les lettres suivantes de w sont des directions.

On avait déja remarqué (page 176) que les mots d’épingles stricts codent des représentations en
épingles propres, mais que tous les mots d’épingles codant une représentation en épingles propre
ne sont pas stricts. On précise cette remarque :

Proposition 9.7. Tout mot d’épingles codant une représentation en épingles propre est soit un
mot d’épingles strict soit un mot d’épingles quasi-strict.
Toute représentation en épingle propre admet un codage par un mot d’épingles strict.
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Démonstration. Dans une représentation en épingles propre p = (p1,p2, ..., Pn), toutes les épingles
a partir de ps sont des épingles séparantes, et sont donc codées par une lettre qui est une direction
dans un mot d’épingles associé a p. La figure 9.1 assure qu’on peut choisir 1'origine py d’une repré-
sentation en épingles de sorte que le mot d’épingles correspondant soit strict. O

Remarque 9.8. Une conséquence de la proposition 9.7 est en particulier que tout mot d’épingles
codant une permutation simple est un mot d’épingles strict ou quasi-strict.

On termine ces rappels sur les mots d’épingles en définissant 'ordre partiel < de [BRVO0S8] sur
les mots d’épingles, qui transporte dans ce contexte la relation de motif < sur les permutations.

Définition 9.9. Soit v un mot d’épingles. On définit un facteur suivant un chiffre dans v comme
étant un facteur de u qui commence par un chiffre, et dont toutes les autres lettres sont des
directions. Un facteur suivant un chiffre est dit fort s’il ne peut pas étre prolongé a droite. Les
facteurs forts suivant un chiffre portent le nom de strongly numeral-led factors en anglais.

Définition 9.10. Soient u et w deux mots d’épingles. On décompose u en ses facteurs forts suivant
un chiffre, sous la forme u = v ... 4{). On note alors u < w ¢'il existe une décomposition de w
en une séquence de facteurs w = vMw .. vDw@yU+D telle que pour tout i € [1..5]
— si w® commence par un chiffre, alors w® = 49| et
— siw® commence par une direction, alors v( est non vide, la premiére lettre de w® correspond
A un point qui se trouve dans le quadrant indiqué par la premiére lettre de u(?, et & partir
de leur deuxiéme lettre, u et w® sont deux mots identiques.

Exemple 9.11. Le mot u = 1RUL3U42D vérifie v < w pour w = 1RULARDLULUARULDL.
La décomposition de w en w = vMw® . v y+D) egt donnée par
w=1RULARD LU LU 4 RU LD L |,
S S S S SN
w@) @2 @) PpB) B YD) W@ ()

v étant vide. Les représentations en épingles correspondantes sont données sur la figure 9.2.

® P14
P15 @
® D11
10 ®|P9
®
) De g ®Pps
P8 ) p3
ps @ »n® ®
D2
¢ . ® Do
Ds @
p.s 1+ P2 Ps @
® D7
e °
® Dy pr D17 ® 13
° 12
@®P16

Fi1a. 9.2 — Les représentations en épingles associées aux mots d’épingles u et w de I'exemple 9.11.
Les points origines pg sont marqués d’une croix rouge. Dans la représentation en épingles de droite,
correspondant au mot w, les points entourés sont ceux apparaissant dans un facteur w(?. Par
exemple, I’épingle pg codant la premicre lettre de w®) correspond & un point dans le quadrant 3
par rapport aux épingles p; a p4 qui codent w®. On remarque que ces points entourés forment une
occurrence de la permutation codée par u.
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9.1. Mots d’épingles et premiére procédure de décision

Cet ordre sur les mots d’épingles est fortement lié a la relation de motif < sur les permutations
(qui est une relation d’ordre) :

Lemme 9.12 ([BRVO08]). Si le mot d’épingles w correspond a la permutation o et si ™ < o, alors
il existe un mot d’épingles u correspondant a 7 tel que u < w. Inversement, si u < w, alors la
permutation codée par le mot d’épingles u est motif de la permutation correspondant & w.

Conséquence 9.13. Si 7 et o sont deux permutations, et si w est un mot d’épingles qui code o,
alors m =X o si et seulement s’il existe un mot d’épingles u codant w tel que u < w.

Une spécialisation de cette conséquence au cas des permutations en épingles propres sera pro-
posée par le lemme 9.22 page 213. Dans le lemme 9.22, on explicite le fait qu’une permutation codée
par un mot d’épingles est une permutation en épingles. De la méme facon, on aurait pu proposer
une variante de la conséquence 9.13 explicitant le fait que o et 7 sont des permutations en épingles.

9.1.2 Les étapes de la procédure de décision de Brignall, Ruskuc et Vatter

On présente ici les principales étapes de la procédure de décision de [BRV0S8] pour tester qu'une
classe de permutations donnée par sa base finie contient un nombre fini de permutations simples.

Réduction a un sous-ensemble de permutations presque simples

La procédure décrite dans [BRVO08] repose sur un lemme démontré au préalable dans [BHV08a]
par R. Brignall, S. Huczynska et V. Vatter. Pour énoncer ce lemme, il faut définir trois types
particuliers de permutations.

Définition 9.14. Une permutation alternante est une permutation telle que tous les éléments de
valeur impaire se trouvent a gauche de tous les éléments de valeur paire, ou toute permutation
symétrique (pour une symétrie du carré, voir page 19) d’une permutation vérifiant cette propriété.

Une permutation paralléle est une permutation alternante ou

— soit chacun des deux ensembles d’éléments qui la définissent forme une séquence croissante,

— soit chacun de ces deux ensembles forme une séquence décroissante.

Une permutation en chevron est une permutation alternante ou les deux ensembles d’éléments
qui la définissent forment deux séquences d’entiers, 'une croissante et ’autre décroissante.

Une permutation en épingles propre est une permutation en épingles qui admet une représen-
tation en épingles propre.

Les permutations paralleles, en chevrons, et en épingles propres ne sont pas nécessairement des
permutations simples, mais ce sont des permutations “presque simples”, au sens de la proposition
suivante :

Proposition 9.15. Toute permutation en épingles propre de taille n > 5 contient une permutation
simple de taille n oun — 1.

Toute permutation paralléle de taille n > 5 contient une permutation simple de taille n, n — 1
oun — 2.

Toute permutation en chevron de taille n > 3 peut étre transformée en une permutation simple
de taille n+1 par insertion d’un seul point, selon deux types d’insertion différents. Les permutations
obtenues par ces deuz insertions sont appelées permutations simples en chevron de type 1 et de
type 2 (voir figure 9.3).

Réciproquement, les permutations paralleles, les permutations simples en chevron et les per-
mutations en épingles propres décrivent, dans une certaine mesure, ’ensemble des permutations
simples :
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F1G. 9.3 — De gauche a droite : deux permutations paralléles, une permutation en chevron simple
de type 1 et une permutation en chevron simple de type 2.

Proposition 9.16. Il existe une fonction f telle que pour tout k, toute permutation simple de taille
supérieure ou égale a f(k) contient

— soit une permutation paralléle de taille k,

— soit une permutation simple en chevron (de type 1 ou 2) de taille k,

— soit une permutation en épingles propre de taille k.

La fonction f de la proposition 9.16 est triplement exponentielle en k. On pourra consulter
[BHV08a] pour plus de détails sur f et pour les preuves des propositions 9.15 et 9.16.

Ces deux propositions ont pour conséquence immédiate le lemme suivant, qui sert de point de
départ a la procédure de décision de [BRVOS] :

Lemme 9.17. Une classe de permutations C contient un nombre infini de permutations simples si
et seulement si elle contient

— soit un nombre infini de permutations paralléles,

— soit un nombre infini de permutations simples en chevron de type 1,

— soit un nombre infini de permutations simples en chevron de type 2,

— soit un nombre infini de permutations en épingles propres.

Pour décider si une classe contient un nombre fini de permutations simples, il suffit donc de
savoir décider si elle contient un nombre fini de permutations dans chacune des quatre catégories
données au lemme 9.17.

Procédures de décision simples

On considere une classe C = S(B) décrite par sa base finie motifs exclus B. Pour tester si C
contient un nombre fini de permutations dans chacune des trois premiéres catégories du lemme 9.17,
[BRVO08] offre les propositions suivantes, toutes démontrées en utilisant le principe de juztaposition
de classes de permutations [Atk99)].

Proposition 9.18. Une classe de permutations C = S(B) contient un nombre infini de permuta-

tions paralleles si et seulement si B contient un élément de chaque classe symétrique de la classe
S(123,2413,3412).

Proposition 9.19. Une classe de permutations C = S(B) contient un nombre infini de permu-
tations simples en chevron de type 1 si et seulement si B contient un élément de chaque classe
symétrique de la classe §(1243,1324,1423,1432,2431,3124,4123,4132,4231,4312).

Proposition 9.20. Une classe de permutations C = S(B) contient un nombre infini de permu-
tations simples en chevron de type 2 si et seulement si B contient un élément de chaque classe
symétrique de la classe §(2134,2143,3124,3142,3241,3412,4123,4132,4231,4312).

Pour tester si une classe C = S(B) contient un nombre fini de permutations simples en chevron
ou de permutations paralleles, il suffit donc de procéder a des tests d’occurrence de motifs de

212



9.1. Mots d’épingles et premiére procédure de décision

taille au plus 4 dans les permutations (1, (o, ..., 8k qui composent la base B de C, supposée finie.
D’apres un résultat de [AAAHO1], proposé comme le théoreme 3.5 page 71, la recherche d’une
occurrence d’'un motif de taille au plus 4 dans une permutation de taille n peut étre effectuée en
temps O(nlogn). Ainsi, en appliquant cette méthode, on obtient :

Conséquence 9.21. Il existe un algorithme testant si une classe C = S(B) donnée par sa base
finie B = {f1, B2, ...,0k} contient un nombre fini de permutations paralléles (resp. de permutations
simples en chevron de type 1, resp. de permutations simples en chevron de type 2), dont la complezité
est O(nlogn) sin = > |G|, ou O(k-nlogn) si n = max |f]|.

Procédure de décision pour les permutations en épingles propres

La procédure de décision qui teste le quatrieme et dernier point du lemme 9.17 est plus complexe.
Elle utilise le codage des représentations en épingles par des mots d’épingles, et des techniques
de théorie des automates. Dans tout ce paragraphe, on note C une classe de permutations, et
B ={p1,P2,...,0} sa base de motifs exclus, supposée finie.

Lemme 9.22. Une permutation en épingles propre o contient en tant que motif une permutation
B € B si et seulement si B est une permutation en épingles et il existe un mot d’épingles u codant
0B et un mot d’épingles strict w codant o tels que u < w.

Démonstration. Ce lemme est directement déduit de la conséquence 9.13, sachant que les permu-
tations en épingles forment une classe de permutations, et que toute représentation en épingles
propre peut étre codée par un mot d’épingles strict (proposition 9.7). O

On peut donc considérer I’ensemble £ des mots d’épingles stricts w tels que w > u pour un mot
d’épingles u codant un motif g € B. Cet ensemble £ correspond exactement aux permutations en
épingles propres qui contiennent un motif 3 € B, c’est-a~dire qui n’appartiennent pas a C = S(B).

On peut remarquer que seuls les motifs de B qui sont des permutations en épingles sont utiles
dans la définition de £. Ceci s’explique par le fait que les permutations en épingles forment une
classe de permutations : ainsi, tout motif de B qui n’est pas une permutation en épingles n’empéche
aucune permutation en épingles d’appartenir a C.

Proposition 9.23. On rappelle que SP désigne le langage de tous les mots d’épingles stricts.

Le langage SP \ € est le langage des mots d’épingles stricts qui codent des permutations ap-
partenant a C. C contient un nombre infini de permutations en épingles propres si et seulement si
SP\ € est infini.

Démonstration. C’est une conséquence directe du fait que tout mot d’épingles strict code une
permutation en épingles propre — une permutation en épingles propre étant associée a un nombre fini
de mots d’épingles stricts (au plus 32 d’apres le lemme 8.47 et la figure 9.1), et que réciproquement
toute permutation en épingles propre admet un codage par un mot d’épingles strict. ]

La procédure proposée par [BRV0S8] consiste a construire un automate reconnaissant le langage
SP\ £. On peut alors décider par des techniques standards de théorie des automates si SP\ € est
ou non fini.

Pour construire cet automate, [BRV08] donne un transducteur qui, sur tout mot d’épingles u en
entrée, produit un automate A, acceptant ’ensemble des mots d’épingles stricts w qui contiennent
u au sens de <. L’ensemble des mots d’épingles u qui codent un motif G de la base B de C étant
fini, on peut construire pour chacun de ces mots 'automate A, correspondant.

Les langages reconnus par des automates (c’est-a-dire les langages rationnels) sur un alphabet
donné (ici, {1,2,3,4, L, R, U, D}) sont une classe de langages fermée pour 'union, la complémentation
et I'intersection. Des opérations explicites sur les automates correspondent a chacune de ces opéra-
tions sur les langages. On peut donc construire successivement :
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— un automate A,y qui reconnait le langage £ des mots d’épingles stricts {w : Ju3B € B tels
que u est un mot d’épingles codant 5 et u J w},
— un automate A% qui reconnait le langage £¢ complémentaire de £ sur I'alphabet {1,2,3,4, L,
R,U, D},
— et un automate A qui reconnait 'intersection de £¢ et de SP.
11 suffit alors de tester si le langage reconnu par A est infini ou non. [BRV08] ne donne pas de
méthode explicite pour le faire, mais une telle méthode classique consiste a chercher dans A un
cycle qui soit accessible (atteignable depuis un état initial) et co-accessible (depuis lequel on peut
rejoindre un état final).

La méthode décrite par [BRVO0S] est effective, mais les considérations de complexité ne sont
pas abordées. Aprés une analyse, on peut décrire les tailles des automates construits, la taille d’un
automate désignant son nombre d’états. On désigne par n la taille maximale d’un motif 5 € B et
par k le nombre de motifs dans B.

— Pour tout mot d’épingles u codant un motif 5 € B, A, est de taille O(|u|]) = O(n), puisque
A, est construit comme produit d’un transducteur donné & 9 états avec un automate recon-
naissant seulement u, de taille linéaire en |u| a priori.

— L’automate A, correspond & l'union des automates A,, pour tous les mots d’épingles u
codant un motif 8 € B. Plusieurs constructions sont possibles pour I'union d’automates : par
juxtaposition, ou par produitl!. On note N le nombre de mots d’épingles u qui codent un
motif 5 € B. Dans la premiére construction d’union (par juxtaposition), A, a taille O(n- N).
Dans la seconde (par produit), la taille de A,z est O(n”). On conservera la premiere ici.

— Pour pouvoir complémenter, il faut passer par une étape de déterminisation, qui induit une
explosion exponentielle du nombre d’états. Ainsi, A% est de taille (9(2(”'N )).

— L’intersection avec le langage SP des mots d’épingles stricts consiste simplement a faire le
produit de A% avec un automate a 4 états, de sorte que la taille de A est aussi de I'ordre de
o2,

La construction de chacun de ces automates demande un temps qui est proportionnel a sa taille.

Il n’y a pas de maitrise a priori sur le nombre N de mots d’épingles u a considérer. On peut
remarquer que la permutation identité 12...n admet de l'ordre de 2™ mots d’épingles (tous les mots
de taille n sur I'alphabet {1,3}). Ainsi, N peut étre de 'ordre de k - 2™ (voire plus), conduisant &
un automate A de taille O(2("F2")),

En outre, non seulement la valeur de N n’est pas connue, mais l'identification des motifs G € B
qui sont des permutations en épingles, et le calcul des mots d’épingles u qui leur sont associés n’est
pas traité dans [BRVO0S].

Le travail présenté dans ce chapitre a la vocation de rendre la procédure de [BRV0S] polynomiale
(en (’)(n%)), depuis la détermination des permutations qui sont en épingles dans la base B, jusqu’a
la recherche d’un cycle dans un automate permettant de décider si C contient ou non un nombre
fini de permutations en épingles propres. Avec le lemme 9.17 et la conséquence 9.21, cela fournira
un algorithme polynomial pour décider si une classe donnée par sa base finie contient un nombre
fini de permutations simples, et dans ce cas a une série génératrice algébrique.

9.2 Quels mots d’épingles pour quelles permutations en épingles

Ce paragraphe s’intéresse a décrire, pour toute permutation en épingles o, I’ensemble des
mots d’épingles associés a o, que 'on notera P(c). Pour ce faire, on travaille sur les arbres de
décomposition des permutations en épingles plutot que sur les permutations en épingles elles-méme.
On rappelle la caractérisation de I’ensemble S des arbres de décomposition des permutations en
épingles donnée page 200 :

113 construction par produit conserve le déterminisme des automates, c’est pourquoi on la préferera dans la suite.
Ici, les automates A, n’étant pas déterministes au départ, on n’a aucune raison de choisir la construction produit.
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5\ {e} S5\{®} 5\ {8}

Cette équation fait naturellement apparaitre trois cas a envisager pour décrire les langages des
mots d’épingles associés & une permutation en épingles o : les cas non récursifs dans cette équation,
les cas récursifs ou la racine est linéaire, et les cas récursifs ou la racine est premiere.

9.2.1 Permutations en épingles de base

Permutation de taille 1

Il est évident que la permutation de taille 1, dont 'arbre de décomposition est réduit a une
feuille, admet exactement quatre mots d’épingles, a savoir les mots 1, 2, 3 et 4.

Permutations simples

Les permutations en épingles de racine premiere qui ne sont pas décrite par un cas récursif de
I’équation de la page 215 sont les permutations en épingles simples.

On considére une permutation en épingles simple 0. Comme on 'a déja remarqué (voir juste
apres la définition 8.42), une représentation en épingles p de o est nécessairement propre. Le lemme
8.44 assure alors que les deux premiers points de p forment un cavalier dans o, qui est par définition
actif (voir la définition 8.46). D’apres le lemme 8.47, il y a au plus quatre cavaliers actifs dans o. Un
cavalier actif étant fixé, la remarque 8.49 justifie que la suite de la représentation en épingles p est
déterminée. Sachant que pour chaque cavalier actif, les deux ordres possibles pour lire les deux points
formant le cavalier sont admissibles, on obtient un maximum de huit représentations en épingles
correspondant a o. Pour chacune de ces représentations en épingles, la remarque 9.2 assure qu’il y
a huit codages possibles par un mot d’épingles. On conclut donc qu’a toute permutation en épingles
simple o correspondent au plus 64 mots d’épingles.

Pour que cette construction soit effective, il nous faut décrire un moyen algorithmique de con-
struire cet ensemble des mots d’épingles associés a . On notera n la taille de o.

On recherche d’abord tous les cavaliers présents dans o, ce qui peut étre fait en temps O(n),
chaque point de o étant impliqué dans au plus huit cavaliers. Le nombre des cavaliers ainsi identifiés
est aussi en O(n).

Pour chacun de ces cavaliers {pi,p2}, on construit une suite p = (p1,p2,ps,...) ou chaque
p; pour i > 3 sépare p;—1 de {p1,...,pi—2}, aussi longue que possible (c’est-a-dire qu’on s’arréte
lorsqu’aucun point ne sépare p;—1 de {p1,...,pi—2}). Pour étre un peu plus rapide, on peut en plus
arréter la construction de la suite p des que plusieurs possibilités pour p; se présentent. Le temps
de calcul est O(n) pour chaque cavalier.

Comme toutes les représentations en épingles de o sont propres, elles correspondent exactement
aux suites p ainsi construites dont la construction va a son terme, c’est-a-dire qui utilisent les n
points de o.

On obtient ainsi toutes les représentations en épingles de o, en temps O(n?). Pour le passage
des représentations en épingles aux mots d’épingles codant o, on utilise simplement la remarque 9.2
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pour les deux premieres lettres, et les suivantes sont obtenues selon la définition 9.1 en parcourant
p, donc en temps O(n).

On peut résumer ce qui précede par la proposition suivante :

Proposition 9.24. Une permutation en épingles simple o de taille n est codée par au plus 64 mots
d’épingles, et le calcul de ces mots d’épingles peut étre fait en temps O(n?).

Remarque 9.25. Il est important pour la suite de remarquer que cette procédure n’utilise pas
le fait que o est une permutation en épingles, mais seulement que ¢ est une permutation simple.
Ainsi, étant donnée une permutation simple o de taille n, on dispose d’un algorithme en temps
O(n?) qui teste si o est ou non une permutation en épingles, et qui calcule le cas échéant les mots
d’épingles de o.

Permutations de racine linéaire

On traite seulement le cas des permutations de racine @, le cas de la racine © étant symétrique.
On cherche donc a décrire ’ensemble des mots d’épingles associés a une permutation en épingles o
qui se décompose sous la forme o = 69[04(1), a® oz(‘I)] ot tous les a® sont des épis montants.
La notation ¢ étant adoptée dans toute la suite pour noter des épis, on écrira o = &[£1, 2, ..., &)

On a vu au chapitre précédent qu’il existe toujours une représentation en épingles de o qui
lit chacun des &; en une fois (voir le lemme 8.31). Cependant, on veut obtenir ici la totalité des
mots d’épingles codant des représentations en épingles de o, et il existe aussi des représentations
en épingles de o qui lisent certains &; en deux fois. Le lemme 9.26 précise dans quel cadre.

Lemme 9.26. Soit p = (p1,p2,.-.,Pn) une représentation en épingles de o.
Le seul & qui peut étre lu en deux fois par p est celui auquel appartient le premier point p1 de
p, noté &,.

Sip lit &, en deux fois, alors le deuzieme & lu par p est soit &,—1 soit &y4+1, et est réduit a
une feuille, notée x. En outre, ’ensemble de points E = &, U {x} est lu en une fois par p, et les
autres & sont aussi lus chacun en une fois par p, aprés E.

Démonstration. C’est une conséquence des lemmes 9.40 et 9.42 prouvés dans le cas général d’une
permutation en épingles de racine @, ou les fils de cette racine ne sont pas forcément tous des épis.

Lorsqu’un épi &; est lu en deux fois, les lectures en deux fois de ce bloc sont plus précisément
identifiées comme cas particuliers de la figure 9.8 ou le bloc S représenté est de taille 1 ou de taille
2 (seulement dans les cas U1,U2,D1 et D2). O

Conséquence 9.27. Toute représentation en épingles p de o commence par lire en une fois un
ensemble de points correspondant a deuz fils consécutifs de la racine (par exemple &; et £j41), puis
p lit les fils & restants, chacun en une fois.
L’ordre de lecture entre les & pour i < j est nécessairement &j_1 puis {j—2, ... et enfin &1.
L’ordre de lecture entre les & pour i > j + 1 est nécessairement 1o puis §j43,... et enfin &,.

Démonstration. Le premier point est évident si tous les & sont lus en une fois. Le lemme 9.26
prouve que c’est aussi le cas si p lit un §; en deux fois.

Le deuxiéme point est assuré par le fait que toute épingle p; de p doit satisfaire la condition
d’extériorité par rapport a {pi,...,pi—1}. O

La conséquence 9.27 implique que la restriction de p sur tout & pour i < j (resp. pour i > j+1)

est une représentation en épingles de & dont l'origine est située dans le quadrant 1 (resp. 3) par
rapport a I’ensemble des points de &;. C’est pourquoi on pose la définition suivante :
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Définition 9.28. Pour tout épi montant &, on note f)(€) I'ensemble des mots d’épingles codant
une représentation en épingles de & dont I’origine se trouve dans le quadrant ¢ = 1 ou 3 par rapport
a I'ensemble des points de &.

On a vu au chapitre 8 qu'un épi de taille au moins 5 posseéde exactement 2 cavaliers actifs, un a
chacune des extrémités de la diagonale définissant la direction de cet épi (voir le lemme 8.47). Dans
le cas d'un épi montant, les deux points d’un cavalier actif forment un motif 21. Ce cavalier est
alors soit horizontal (de type H), c’est-a-dire de la forme " soit vertical (de type V'), c’est-a-dire

de la forme @ On dira qu’un épi montant est de type (A, B), pour A,B € {H,V} lorsque son
cavalier actif dans ’angle en bas & gauche est de type A, et celui dans ’angle en haut & droite est
de type B. On remarque qu’un épi montant de taille paire est de type (H, H) ou (V,V), et qu'un
épi montant de taille impaire est de type (H,V) ou (V, H).

Lemme 9.29. Soit & un épi montant, de taille n > 5. Sin est pair, on pose n = 2p + 2, et alors
F0(e) BL(DL)? si & est de type (H, H) £ FO(g) 1R(UR)P si & est de type (H, H)
= (& =
3D(LD)P si & est de type (V,V) 1U(RU)P si & est de type (V, V).
Sin est impair, on pose n = 2p + 1, et alors
£ () = 3(DL)? sz: € est de type (H,V) et fO() = 1(RU)?P SZ:S est de type (H,V')
3(LD)? si & est de type (V, H) L(UR)? si & est de type (V, H).
Pour les épis montants de taille inférieure & 5, les valeurs de f) et f®) sont données par :
=3 o =1 F0@1) ={3D,3L}  f®(21) = {1R,1U}

fM(312) = 3LD f®)(312) = IUR fM(231) = 3DL f®)(231) = 1RU
fW(2413) = 3LDL  f®)(2413) = 3RUR  f(V(3142) = 3DLD £ (3142) = 1WURU

Démonstration. La preuve procede simplement par vérification exhaustive de tous les cas. La figure
9.4 donne pour aider a cette vérification tous les épis montants de taille au plus 4, et deux exemples

d’épis montants de taille 8 et 9, dont les cavaliers actifs sont marqués. ]
°
L |®] . Y
2 1 " e R J
o 4 ° °
] » °
.o ° °
771 2 4 1 3 ° °
2 3 1 Q Q
X ° °
. » » U
e 4

b \‘ 3 1 5 2 7 4 8 6 3 1 5 2 7 4 9 6 8

3 1 2 2 4 1 3

F1G. 9.4 — Les épis montants de taille au plus 4, et deux exemples d’épis montants de taille 8 (de
type (V,V)) et 9 (de type (V, H)), dont les cavaliers actifs sont marqués.

Remarque 9.30. Pour les épis ¢ descendants, on définirait de méme £ (€) et f(¥ (). Un lemme
semblable au lemme 9.29 donnerait une expression explicite de f()(¢) et f(*(¢).

Pour exprimer les lectures possibles de I’ensemble des deux premiers fils lus, on pose d’abord :
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Définition 9.31. Pour tout épi montant &, on note f(¢) I'ensemble des mots d’épingles codant
une représentation en épingles de £, sans contrainte sur la position de 1'origine (1’origine est interne

ag).
Lemme 9.32. On pose H = {44,34,3D,14,4U,24,42,32,2D,1U, 12,22} et V = {44,34,4L, 3L,
14,24,42,32,1R,12,2R,22}. Soit £ un épi montant, de taille n > 5.
V(UR)? UV(DL)? si & est de type (H, H)
H(RU)P UH(LD)P si & est de type (V, V).
VU(RU)P~Y UHL(DL)P~! si € est de type (H,V)
HR(UR)P~YUVD(LD)P~! si & est de type (V, H).

En posant H' = {4D,43,33,41,1D,13,31,23,3U,11,21,2U} et V' = {4R, 43,3R, 33,41,13,31,
23,11,21,1L,2L}, on a aussi : f™(1) = {1,2,3,4},

[ (21) =HUY,

f™(312) = HRUVD U (H' U V)2,

(

(

Sin est pair, on pose n = 2p+2, et alors f"(¢) = {

Sinon, on posen = 2p+1, et alors f™(§) =

ft(231) = HLUVU U (H' U V')4,
f(2413) = VDLUVURUH'RD UH'LU,
fi(3142) = HLD UHRU UV' DRUV'UL.

Démonstration. Par un examen de tous les cas possibles, comme sur la figure 9.1, on s’apercoit
facilement que I’ensemble H (resp. V) correspond aux codages par un mot d’épingles d’une repré-
sentation en épingles de 21 qui ne finissent pas par L ou R (resp. U ou D). Ces langages représentent
donc les lectures possibles d’'un cavalier actif dans un épi montant qui peuvent étre suivi par une
épingle séparante respectivement horizontale (L ou R) ou verticale (U ou D).

Par une vérification exhaustive, on montre ensuite que la premiere (resp. la deuxieme) partie qui
compose chaque langage fi(¢) décrit les mots d’épingles associées aux représentations en épingles
de & commengant par le cavalier actif situé dans I’angle en bas & gauche (resp. en haut a droite)
de &.

Le cas des épis de taille au plus 4 est aussi traité par recherche exhaustive, les ensembles H' et
V' étant définis de la méme facon que H et V, pour le motif 12 plutot que 21. ]

Définition 9.33. Pour tout couple (&;,&,) d’épis montants, on note fuble(¢  ¢,) Pensemble des
mots d’épingles codant une représentation en épingles de ®[&,, &4).

Lemme 9.34. On définit H' et V' comme dans le lemme 9.32. Pour tout couple (§4,&q) d’épis
montants, on pose f479(&g,Ea) = [ (Ea) (&) et fI7NEg, Ea) = F(E) FP (Ea)-

En outre, si{g =1 et n = |£;| > 4, on pose
(e, 1) = {H’L(DL)” si &g est de type (H, H)

7 V' D(LD)? si &, est de type (V,V)
V(DL)P si &, est de type (H, V)

Lorsque |€5| = 2 ou 3, on pose aussi f™*(21,1) = H'LUV'D, f™®(231,1) = (H'UV')1DUV'DL
et f™*(312,1) = (H UV)1ILUH'LD.

On définit de fagcon symétrique f™7 (&g, &q) pour & =1 et &5 # 1.

Dans toute autre situation, c’est-a-dire lorsque soit {g = &g = 1, soit §§ # 1 et &g # 1,
fm (&g, &a) est vide.

Alors fAouMe(gy, &) = [479(Eg, €a) U FI74(Eg, €a) U F™(Eg, Ea)-

Démonstration. 1lest évident que f479(&,, &q) (resp. f974(&,, €4)) est Uensemble des mots d’épingles
associés a @[y, &g qui lisent d’abord &; (resp. {,) entierement, puis &, (resp. £;) entierement.

Les situations ou il existe des représentations en épingles de @[y, &y] qui ne procedent pas
par lecture complete de §; et de £y sont identifiées par le lemme 9.26. Par symétrie, on peut se

st m est pair et n = 2p+ 2,

st n est impair et n = 2p + 1.
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restreindre au cas ol {g = 1 et &, est lu en deux fois. Alors nécessairement &, # 1, et la preuve du
lemme 9.42 assure que les lectures en deux fois de ; sont données par les cas suivant de la figure
9.8 :

— U3+ pour S =1 lorsque [§4] > 4 et &, est de type (H,H) ou (V, H),

— U4+ pour S =1 lorsque |[§;| > 4 et &, est de type (V,V) ou (H,V),

— U2 pour S = 12 et U4 pour S = 1 lorsque {,; = 231,

— Ul pour S =12 et U3 pour S = 1 lorsque {, = 312,

— Ul pour S =1et U2 pour S = 1 lorsque {,; = 21.
On vérifie facilement, par exemple sur la figure 9.5, que la définition de f™* traduit dans le cadre
des mots d’épingles ces cas particuliers. ]

.

F1G. 9.5 — Les configurations telles que la permutation &[&,, 1] admet des représentations en épingles
ou &, est lu en deux fois, pour un épi montant &,.

Pour pouvoir conclure sur les ensembles de mots d’épingles codant une permutation o =
®[&1, 2, ..., &g ol tous les &; sont des épis montants, il reste & définir la notion classique de produit
de mélange ou shuffle.

Définition 9.35. On définit le produit de mélange de deux séquences a = (a1,as,...,aq) et b =
(b1,b2,...,by) par alllb = {c = (c1,¢2,...,Cqqm) tel que {¢; : 1 < i < g+m} ={a;:1<i<
gt U{b; : 1 <i < m} (en tant que multi-ensembles), et la sous-séquence extraite de ¢ contenant les
a; (resp. b;) est égale a a (resp. b)}.

Proposition 9.36. L’ensemble des mots d’épingles associés a une permutation o = ®[&1,&a, ...,
&) ou tous les & sont des épis montants, est

P@) = | £ &) - (VG0 FOENILED a2), -, FDUE)) )

1<j<g—1

Démonstration. C’est une conséquence directe du lemme 9.26 et de sa conséquence 9.27. O

Les lemmes précédents donnent des expressions explicites de f()(¢), fB3)(€) et fdouble(¢, &5),
pour tous les épis montants £, &; et &,, et donc une expression explicite de P(c). On verra au para-
graphe 9.4 comment cet ensemble de mots d’épingles peut étre décrit par un automate calculable
en temps polynomial.

On pourrait donner par le méme raisonnement des expressions explicites pour f(2) &), f (4) (&)
et deUble(ég, &4), pour tous les épis descendants &, £ et &;. On aurait alors :
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Proposition 9.37. L’ensemble des mots d’épingles associés a une permutation o = S[&1,&2,. ..,
&) ou tous les & sont des épis descendants, est

P) = | £ &) - (D60 SO D (E2), -, FAUE)) )

1<j<q-1

9.2.2 Permutations en épingles de racine linéaire construites récursivement

On s’intéresse maintenant aux cas récursifs de ’équation de la page 215, dans le cas ol la racine
de o est linéaire. On supposera que o se décompose sous la forme o = @[a(l),a(2), ces ,a(q)] ou
tous les a9 sauf un sont des épis montants. Par des arguments de symétrie, on peut faire cette
hypothese sans perte de généralité.

On commence par démontrer des propriétés générales sur les permutations en épingles de racine
@, s’écrivant donc sous la forme o = EB[oz(l), a@, . ,oz(q)]. Ces propriétés sont valables dans le cas
otl tous les a'? sont des épis montants aussi bien que dans le cas ol tous sauf un sont des épis
montants.

On consideére donc une permutation en épingles o = @[a(l),a@), . ,a(Q)] de racine @. On
note 7; larbre de décomposition de la permutation a(?), pour tout i € [l..g]. Ainsi, I'arbre de
décomposition de o est 7 = &) . Les 7; sont par définition des blocs (c’est-a-dire des

N
intervalles) de o, mais o peut contenir d’autres blocs plus petits. Par commodité, et sauf mention
explicite du contraire, un bloc désignera un des arbres 7; dans la suite.

On considére une représentation en épingles p = (p1,...,p,) de o et on note iy I'indice du bloc
7, auquel appartient p;.

Lemme 9.38. Pour toute paire d’entiers i,j € [1..q] telle que i < j < ig ouig < j <1, T; est lu
entierement avant que p ne commence la lecture de T;.

Démonstration. On pose ¢ = min{¢',py € 7;}, et on note B la boite englobante de {p1,...,ps}.
Comme p; € Ty, T; C B, (voir la figure 9.6) est donc 7; est lu entierement par p avant py. O

Ce lemme donne l'ordre dans lequel les blocs sont lus. On analyse maintenant comment se com-
porte p & Pintérieur de chaque bloc 77, et on caractérise ceux qui peuvent étre lus en plusieurs foisl!
par p. On montre en outre que si un bloc est lu en plusieurs fois, alors son arbre de décomposition
a une forme bien spécifique, explicitée par le lemme 9.42.

Lemme 9.39. Soit p = (p1,p2,...,pn) une représentation en épingles correspondant a o. Alors
pour tout k € {1...n}, lorsque p a lu les épingles (p1,p2,...,pk), il y a au plus un bloc dont la
lecture est commencée mais pas encore terminée.

Démonstration. Le raisonnement pour la preuve du lemme 9.39 est illustré sur la figure 9.6. On
suppose que les épingles {p1, ..., pr} ont déja été lues. D’apres le lemme 9.38, il existe au plus un
bloc 7; avec i < ig et au plus un bloc 7,, avec m > ig dont la lecture est commencée mais pas
terminée. On peut remarquer qu’alors ¢ = min{¢ | 3h € {1,...,k},pr € Ty}. On peut exprimer
la valeur de m par une expression analogue, en remplagant le minimum par un maximum. Si la
lecture de 7; n’est pas terminée, alors comme 7; est par définition @-indécomposable, il existe
nécessairement une épingle p, dans la zone indiquée en £ZZ. Une telle épingle est alors sur les cotés
de la boite englobante de {p1,...,px}. Le méme raisonnement pour le bloc 7,, indique la présence
d’une épingle séparante dans la zone . D’apres le lemme 8.10 du chapitre 8, il y a au plus un
point sur les cotés de la boite englobante, de sorte qu’il y a au plus un bloc dont les k premieres
épingles de p ont commencé la lecture sans ’avoir encore achevé. O

WLa définition d’un bloc lu en plusieurs fois a été donnée page 181.
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//////

T T,

Fic. 9.6 — A gauche, illustration de la démonstration du lemme 9.39. Le rectangle en traits
gras représente la boite englobante de {p1,...,px}. A droite, illustration de la démonstration du
lemme 9.40. Le rectangle en traits gras représente la boite englobante de {pi,...,pr—1}-

Lemme 9.40. Pour toute représentation en épingles p = (p1,p2,...,pn) de o, chaque bloc T; est
lu en une fois par p, sauf peut-étre le bloc T;,.

Démonstration. On considere un bloc 7; avec ¢ # ig dont on suppose qu’il est lu en plusieurs
fois par p. On considere la premieére épingle a 'extérieur de 7; apres que p a commencé la lecture
de 7;. On note py cette épingle. Comme p; € 7;, est a l'extérieur de 7;, la boite englobante de
{p1,p2,...,pk—1} intersecte 7; sans la contenir complétement (voir la figure 9.6). Comme 7; est
@-indécomposable, il doit exister une épingle dans la zone . Comme cette épingle est sur les
cotés de la boite englobante de {p1,p2,...,pk—1}, le lemme 8.10 du chapitre 8 assure que ce point
est px. Ainsi, p € 7;, ce qui apporte une contradiction & la définition de py. O

Conséquence 9.41. Si 7, est lu en plusieurs fois, par exemple par les épingles p1, . ..py puis pi, . . .
avec k > £, alors chacune des épingles (p;)e<j<k forme a elle seule un intervalle fort maximal de o
(c’est-a-dire correspond a un bloc T;).

Démonstration. En effet, si on suppose le contraire pour une telle épingle p;, alors la lecture de
p; laisserait deux blocs 7; avec une lecture inachevée : le bloc auquel p; appartient, et 7;,. Ceci
contredit le lemme 9.39. ]

Lemme 9.42. Les seules permutations en épingles o de racine & pour lesquelles un bloc T;, peut
étre lu en plusieurs fois sont celles dont les arbres de décomposition sont représentés sur la figure 9.9.
La figure 9.8 donne aussi une vision schématique de la représentation graphique de ces permutations.

En outre, pour chacune de ces permutations, si T;, est lu en plusieurs fois, alors T;, est lu en
deux fois, la premiére partie de T;, qui est lue est S, la seconde est composée de l’ensemble des
points restants dans T;, (qui sont des feuilles), et ces deux parties de la lecture de T;, sont séparées
seulement par la lecture de la feuille x.

Démonstration. Soit p = (p1,p2,...,pn) une représentation en épingles de o ou 7;, est lu en
plusieurs fois. On note py,...,pe les épingles correspondant a la premiere partie de la lecture de
Ti,- Alors les épingles pyy1,...,pm—1 appartiennent a d’autres blocs 7;, jusqu’a p,, € 7;,.

Comme o = @[Ty, ...,7,], toutes les épingles p; pour i € {£+1,{+2,...,m — 1}, qui n’appar-
tiennent pas a 7;,, se trouvent dans une des zones hachurées de la figure 9.7. Si ces deux zones
contenaient chacune au moins un point p; pour i € {{ + 1,0+ 2,...,m — 1}, alors 7;, serait inclus
dans la boite englobante de {p1,...,pm—1}, interdisant & 1’épingle p,, de satisfaire la condition
d’extériorité, et apportant donc une contradiction a sa définition. Ainsi, toutes les épingles p; pour
ie{l+1,0+2,...,m— 1} sont dans la méme zone hachurée, par exemple celle en haut a droite.

Si py, respecte la condition d’indépendance, alors p,, appartenant a 7;,, il doit étre dans le quad-
rant 3 par rapport a la boite englobante de {p1,...,p;}, de méme que tous les points restants dans
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Pe+1---Pm—1

F1G. 9.7 — Le bloc 7;, est lu en deux fois.

T, Ceci conduit a un bloc 7;, qui est @-décomposable, ce qui est impossible dans la décomposition
par substitution de ¢ en ®[77,...,7;]. Ainsi, p,, est une épingle séparante.

Sim—1—1¢>2, c’est-a-dire s’il y a au moins deux points p; aveci € {{+ 1,0+ 2,...,m —1}
dans la zone hachurée, alors on s’apercoit que py, ¢ 7;,. En effet, dans ce cas p,, sépare deux points
appartenant a U;;,7;, et cet ensemble est un intervalle de o : la remarque 8.54 (page 197) assure
alors que pp, € Ujsi, 7, ce qui interdit d’avoir p,, € 7;,. On conclut donc que m — 1 —/¢ = 1,
c’est-a-dire qu’il y a un unique point de la zone hachurée qui est lu entre p1,...,ps et p,,. Ce point
est noté z.

D’autre part, la conséquence 9.41 assure que z forme a lui seul un intervalle fort maximal de
o. Comme p,, sépare x de {p1,...,pi}, c’est le seul point sur les cotés de la boite englobante de
{p1,...,pi, xz}. Pour satisfaire cette contrainte, il est nécessaire que x se trouve dans l’angle en bas
a gauche de la zone hachurée.

On rappelle que la distance entre une épingle séparante et la boite englobante des points
précédents est au plus 2 (voir page 176). La position de x laisse donc quatre positions possibles
pour p,,, numérotées de @ & @ sur la figure 9.7.

U1 U2 U3 U4 U3+ Ud+
o of
oj o of of = S
5 . ! - 7 -
D1 D2 D3 D4 D3+ D4+
tL -

F1G. 9.8 — Les douze formes possibles d’un bloc 7;, dans une permutation en épingles o de racine
@ conduisant a la possibilité d'une lecture en deux fois de 7;,. Sur chaque figure, les lectures en
deux fois de 7;, ont toutes pour premiere partie S, et pour deuxieme partie les points restant dans
le bloc, avec seulement la lecture de x qui s’intercale entre les deux. Il faut remarquer que si la
condition U4 (resp. U3, D4, D3) est satisfaite, alors la condition U2 (resp. U1, D2, D1) Iest aussi,
pour un bloc S augmenté d’un point.
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Si py, est en position @ (cas U1 de la figure 9.8) ou @ (cas U2), alors les épingles {p1,p2, ..., 01, Pm}
forment un intervalle, et décrivent donc l'intégralité de 7;, (puisque 7;, est ®-indécomposable).
Sinon, py, est en position @ (cas U3 et U3+) ou @ (cas U4 et U4+). Par symétrie, on peut supposer
que py, est en position @. Alors p,,1+1 est une épingle séparante de type L, qui a & nouveau deux
positions possibles : a distance 1 (ce qui termine le bloc 7;, et correspond au cas U4) ou a distance 2
de la boite englobante des points précédents. Ce procédé peut étre répété en alternant des épingles
séparantes de type L et D, jusqu'a ce qu'une épingle, par exemple p,,tx soit a distance 1 de la
boite englobante des points précédents, et termine le bloc 7;,.

En examinant le cas symétrique ou c’est la zone hachurée en bas a gauche qui contient les points
pipouri € {{+1,0+2,...,m — 1}, on obtient les cas D1 a D4+ de la figure 9.8.

Ceci démontre que 7;, est lu en exactement deux fois, la premiere partie de la lecture étant

réduite a {p1,...,ps} et la seconde & {py,,...,Pm+k}, €t qu’en outre seul = est lu entre ces deux
parties de 7;,. Le passage aux arbres de décomposition est évident pour chaque cas apparaissant
dans la preuve. O
Ul U2 U3 U4 U3+ U4+
@D D
I\ N D 69 £y

L xT TRUET e\ @ R N PN
o Y e e

D1 D2 D3 D4 D3+ D4+

D P B LB
- YA S AL AL

/ o\ T,

?Zg g% /Ek Zﬁé\ 7o Az-o A

F1c. 9.9 — Les douze formes possibles de I'arbre de décomposition 7 d’une permutation en épingles
o de racine @ pour lesquelles il existe un bloc 7;, et une représentation en épingles de o qui lit 7;,
en deux fois. Le symbole £1 représente n’importe quel épi montant de taille au moins 4 (qui est
donc une permutation simple).

On peut remarquer que la preuve du lemme 9.42 démontre aussi que 'ordre de lecture des
points correspondant aux feuilles de 7;, \ S est uniquement déterminé. Ceci justifie la remarque
suivante :

Remarque 9.43. Dans chaque cas du lemme 9.42, si 7;, est lu en deux fois, alors la premiere
partie de la lecture de 7;, (c’est-a-dire S) étant fixée, 'ordre de lecture des points restants de 7;,
est déterminé.

La partie S qui autorise la lecture de 7;, en deux fois n’est cependant pas déterminée, puisque
certaines permutations satisfont plusieurs des conditions Ul a D4+ de la figure 9.8. Les combi-
naisons possibles de ces conditions entre elles sont données, a symétrie pres, par les deux premieres
colonnes de la figure 9.10. Ces combinaisons sont considérées comme mutuellement exclusives :
par exemple, si une permutation satisfait la condition 2H2, on dira qu’elle ne satisfait pas 1H2,
pourtant a priori incluse dans 2H2.

Une vérification exhaustive démontre que toutes les combinaisons possibles apparaissent bien
sur la figure 9.10, & symétrie pres. La troisieme colonne montre les arbres de décomposition corres-
pondants. Les automates de la quatrieme colonne seront commentés dans le paragraphe 9.4.
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TR
S ':"y' /é\ x
o ‘ /ﬁ\?
2H3 (U4 + D3) z aly
a ] =
7 T
. Y T
9H2 (U1+D1) b N
] =
15—
O =0 /ﬁ b
2H2% (U4+D1)  * a
a ] =
S /@\
C YN =T
2H1 (U1+D2) 7 a
=
1 AN
1H?2 (U1 + U2) ay,
al . /69
1H2% (U4) ’ a/
ol
“ R
S z »
1H1 (U1) 7
2. R
Jﬂ- .//5 N
-
1H1+ (U4+)

F1G. 9.10 — Les huit formes possibles (a symétrie prés) d'un bloc 7;, dans une permutation en
épingles o qui peut étre lu en deux fois par une ou par plusieurs représentations en épingles de o.
Pour que ces conditions soient mutuellement exclusives, on dira qu'une permutation o satisfait une
des conditions ¢Hj seulement lorsqu’aucune des autres conditions au-dessus de ¢Hj sur la figure
n’est satisfaite par o (& symétrie pres).

Avec les expressions de f) et f3) donnant les mots d’épingles de tout épi montant & qui codent
une représentation en épingles de £ dont l'origine se trouve dans le quadrant 1 ou 3 (voir page 217),
on dispose de tous les outils pour décrire ’ensemble P(o) des mots d’épingles de o, pour toute
permutation en épingles o = EB[oz(l), ey a(Q)] ott tous les a(® sauf un sont des épis montants.
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Théoréme 9.44.

Soit o = D une permutation en épingles ®©-décomposable dont un
/ N

/\
&1 & §oy2 &q

unique bloc fort mazimal T;, n'est pas un épi montant. L’ensemble P(o) des mots d’épingles qui
codent une représentation en épingles de o est donné par les points suivants.
On pose Py = P(T;,) - (£ (&), fD(&e-1), -, FOEDII(FP (€o12), FB (Eora), - FE)).
— Si o ne satisfait aucune des conditions de la figure 9.10 (a symétrie prés), alors P(o) = Py.
— Si o satisfait la condition (1H1) alors P(o) = Py U P1, avec
Pr="P(S) 1 - L - (fP&), N (&) SOEND(FD (Eer), FO (Eera), - [OE))-
zU T,
- Si o satisfait la condition (LH1+) alors P(o) = Py U Py, avec
P = P(S) "\ 1 W (f(l)(gf)a f(l)(ff—l)a SRR f(l)(é.l))l—u(f(g)(gf—ﬁ—?)): f(g)(55+4)7 s 7f(3)(£q))7

xT

—_————
zU T,
ou w est l'unique mot qui code ['unique lecture par une représentation en épingles des feuilles
restantes dans T;,.
— Si o satisfait la condition (1H2) alors P(o) = Py U P1 U P, avec

xPL=P(TUa) 1 - D_(fND &), V(-1 .. SOEND(FO (1), [P Erra), - [P (&)

x b
x J’EO
et
*}5::FKTWJW'\i,'\é,(fux§0,f“M§L4%-~7fUN§ﬂ)UJ(ﬂ$0&+@,f@M§m4%-~’f6N§0)-
z U7,

- Si o satisfait la condition (1H2x%) alors P(o) = Py U Py U Py, avec
* P = P(S) ' \1,4 : \12/ ’ \L,/(f(l)(gf)> f(l)(gf—l)v s 7f(1)(£1))|—u(f(3)(§€+3)> f(g)(§f+4)7 s 7f(3)(£q))

x b a
zU7;,
et
* Py = P(S/) \1// ' \12/ : (f(l)(§€)7 f(l)(gf—l)a . >f(1)(§1))|—u(f(3)(§ﬁ+3)7 f(3)(§f+4)7 SERE) f(S)(gq))
T b
zU T

— Si o satisfait la condition (2H1) alors P(o) = Py U P1 U P, avec
x PL=P(S)- 1 L~ (fM(€), V(1) . fOEND(FO (Ee13), SO Erra)s - fP (&)

z U7,
et
* Py = P(S) : \3/_, : \QJ (f(l) (5@—1)7 f(l) (£€—2)7 SRR f(l)(gl))l—u(f(g) (£Z+2)7 f(g) (£€+3)7 SRR f(g) (5(1)) :
y a
yU7i

- Si o satisfait la condition (2H2x%) alors P(o) = Py U Py U P, U Ps, avec
xPL="P(S)- 1 D - L (fM&), fDE-1),- . fOENL(fD (Eera), FO (€era), -, FOE))

x b a

zU7;,

et
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x Py=P(8) - L+ D+ (FfOE) FD(E-1)s - SOEDII( O Eera) P (), -, FOE))
me ~
itPs =P(s)-3_- \fE_,-(f“)(&q% FOEa), o, FOE(f P (Eog2), F P (Eera), - - FI(E)).

— Si o satisfait la condition (2H2) alors P(o) = Py U P1 U P, U P3U Py, avec
xPL=P(TUa) 1 D (fDE€), fV (1), fOED(FO (1), [P Erra)s - fP (&)

T b
et
*#Py=PTUD) 1+ L (fOE), FD (&), SO Era), FO€rra) o &)
IJ’EO
et
xPy=P(TUa)- 3 - R (fOE-1), SV (E-2), fOE))L(D Err2), FO (Eera), -, FOUE))
y b
yUT,
et
*x Py = P(T'UDb) NP \U/'(f(l)(fe—l), FOE2) - FOEDIL(FO (Eopa), FB (Ers), - - FD(EY)).
Y a
yU 7T,

— Si o satisfait la condition (2H3) alors P(o) = Py U P1 U P, U P3U Py, avec
x PL=P(8) 1 D - (FDE), SV (&) SO (Eer5), [P (Erpa)s - [P (&)

«UT,
Cr= PTUD. Do L) SO E)s o SO Erv), 1O (Erva) - FOE)
Cr= P U B B U (D), D), -, FOENI( O €12, O Erra), - T (E))
“P=P(S) B B (PO, FO o) SO r2), FO Erss). - FOE).

m

Démonstration. 11 est facile de voir que dans chaque cas du théoreme 9.44 les ensembles de mots
d’épingles proposés correspondent a des codages de représentations en épingles de 0. Réciproquement,
et pour chaque cas du théoreme, on démontre que tout mot d’épingles codant une représentation
en épingles de o appartient a I’ensemble donné.

On considere une représentation en épingles p de 0. D’apres la remarque 8.33, 7;, est nécessairement
le premier bloc lu par p.

Si o ne satisfait aucune des conditions U1 a D4+ de la figure 9.8, alors les lemmes 9.42 et 9.40
assurent que p lit entierement 7;,, puis les blocs 7; restants dans un ordre qui va en s’éloignant
de 7;,. Comme dans la proposition 9.36, les ordres dans lesquels les blocs (7;);;, peuvent étre lus
correspondent & un produit de mélange. On a bien alors P(o) C Py, et donc P(o) = Pp.
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Sile bloc 7;, de o satisfait certaines des conditions de la figure 9.8, les représentations en épingles
de o qui lisent 7;, en une fois appartiennent de la méme fagon a Fp, mais ce ne sont pas les seules
représentations en épingles de o. En effet, le lemme 9.40 assure qu’il existe des représentations en
épingles de o qui lisent 7;, en deux fois. D’apres le lemme 9.40, une telle représentation en épingles
correspondant a une des conditions de la figure 9.8 procede ainsi : lecture de .S, puis du point =z,
puis des feuilles restantes dans 7;,, dans un ordre déterminé par S (remarque 9.43).

Les différentes configurations de la figure 9.10 représentent, a symétrie pres, les blocs 7;, qui
satisfont certaines des conditions de la figure 9.8. Pour chacune de ces configurations, on a donc un
ensemble de mots d’épingles codant ¢ par condition de la figure 9.8 satisfaite, ou S est déterminé.
Par exemple, la condition 2H3 correspond aux blocs 7;, satisfaisant les conditions

— Udpour S=TUD,

— D3 pour S =T Ua,

—U2pour S=TUaUb,

— Dl pour S=TUaUbd.

D’autre part, comme 7;, n’est pas un épi montant, si o satisfait une condition de la figure 9.10,
alors les ensembles T' et S définis dans ces différentes conditions sont tels que |T'| > 1 et |S] > 2.
Ainsi, non seulement toute représentation en épingles de S peut étre prolongée de maniere unique
en une représentation en épingles de o, mais le fait que 7;, ne soit pas un épi implique en outre que
tous les mots d’épingles qui codent ces représentations en épingles ont un méme suffixe en commun,
qui correspond a la lecture de z et de toutes les feuilles 7;, \ S.

Dans le cas des conditions 2H3,2H2 et 1H2, cette remarque est aussi valable lorsque T'U a et
T Ub jouent le role de S, de méme pour S’ dans les conditions 2H2x et 1H2x.

C’est ainsi que sont définis les ensembles Py, P», P53 et P4 : les mots d’épingles possibles d'un
bloc S (qui peut étre égal & S, T'Ua, T Ub ou S’, selon les configurations de la figure 9.10), puis
la suite du mot d’épingles codant la lecture de = (ou y) et des feuilles restantes dans 7;,, qui est
commune & toutes les lectures possibles de S. ]

Dans le cas des permutations en épingles o qui sont &-décomposable, on a un analogue du
théoreme 9.44, ou les épis montants sont remplacés par des épis descendants, et les fonctions f @
et O par f® et f? respectivement.

La description de ces ensembles de mots d’épingles P(o) codant une permutation en épingles
o de racine linéaire permettra de construire un automate reconnaissant P(c), et on verra au para-
graphe 9.4 que cette construction peut étre faite en temps polynomial.

9.2.3 Permutations en épingles de racine premiére construites récursivement

Il reste a examiner les cas récursifs de ’équation de la page 215, dans le cas ou la racine de o
est premiere, étiquetée par une permutation simple a.

On considere d’abord le cas o o se décompose sous la forme o = a[a(l), a® . ,a(‘J)] ou tous
les & sauf un sont des feuilles. On note 7' I'unique a(? qui n’est pas une feuille. Au niveau des

arbres de décomposition, o :/ o \'

On donne d’abord une condition nécessaire satisfaite par les représentations en épingles de o.

Lemme 9.45. Soit p = (p1,...,pn) une représentation en épingles de o. Alors p satisfait l'une des
conditions sutvantes :
(1) T est lu en une fois par p. Dans ce cas, on a nécessairement p; € T'.

227



Chapitre 9. Algorithme polynomial décidant si une classe contient un nombre fini de permutations simples

(2) T est lu en deuz fois par p. Dans ce cas, la deuziéme (et derniére) partie de la lecture de T
est réduite a py,, o est un quasi-épi, et T dilate un point auxiliaire de . En outre, o satisfait
les conditions qui suivent.

- Si a0 est un quasi-€pi montant, alors

P <)
T = Aﬂk\ oul = /A , en fonction de la position du point de substitution auziliaire de

a. La feuille représentée explicitement est p,, et le cas ou p, est la feuille la plus a gauche
(resp. la plus a droite) dans T correspond au cas ot le point de substitution auxiliaire de
a est a distance 1 de la case en bas a gauche (resp. en haut a droite) sur la représentation
graphique de a.

— Sinon, o est un quasi-épi descendant et

S S
T= A ouT = /A , en fonction de la position du point de substitution auziliaire de

«. La feuille représentée explicitement est p, et le cas ot p, est la feuille la plus & gauche
(resp. la plus a droite) dans T correspond au cas ot le point de substitution auziliaire de
a est a distance 1 de la case en haut a gauche (resp. en bas a droite) sur la représentation
graphique de a.
Enfin, si p1 ¢ T alors T = {p2,pn}, et la représentation en épingles p qui satisfait ces
conditions est unique.

Démonstration. La conséquence 8.38(i) impose que 7" est lu en une fois ou en deux fois par p.

(1) On suppose que T est lu en une fois par p. Si p; ¢ T, alors le lemme 8.39 impose que |T'| = 2
et que T est lu en deux fois par p, contradiction. Donc p; € T.

(2) On suppose maintenant que T est lu en deux fois par p. Le lemme 8.37 impose que la
deuxieme partie de la lecture de T' est réduite a p,,.

* Sipy ¢ T, alors le lemme 8.39 associé au lemme 8.35 assure que T est le deuxieme fils de o lu
par p, et donc que pa € T' (tous les fils de a sauf T" étant des feuilles). Le lemme 8.39 assure aussi
que |T| = 2, et ainsi, T' = {p2,pn}-

A symétrie pres, on peut toujours supposer que les points p; et po forment un motif 12 dans o.
Comme {p2,p,} est un bloc dans o, p, se trouve dans 'une des quatre positions indiquées sur la
figure 9.11. La position ® est impossible, car p, serait alors & I'intérieur de la boite englobante B
de {p1,p2}. Les positions @ et @ se trouvent sur les cotés de B, ainsi un point se trouvant dans
une de ces cases est nécessairement ps (voir le lemme 8.10). Comme n > 3 (puisque « est simple),
cela implique que p, occupe la position @, et donc que T = 12.

@ ©

o P2

® @
P1
[}

F1a. 9.11 — Positions possibles de p,, dans la preuve du lemme 9.45.

Comme « est une permutation simple, p3 est une épingle séparante. Si ps était de type U ou
R, alors p, serait sur les cotés de la boite englobante de {pi,p2, p3}, et on aurait p, = ps. Comme
a est simple, et donc de taille au moins 4, ce dernier point apporte une contradiction. Donc p3 est
de type L ou D. Par symétrie, on peut supposer sans perte de généralité que p3 est de type D,
comme représenté sur la figure 9.12, figure de gauche. Toutes les épingles p; pour i € [3..(n — 2)]
sont séparantes (puisqu’a est simple), et par le méme argument que précédemment, sont de type
L ou D, nécessairement en alternance. L’épingle p,,_1 est elle aussi séparante. Pour que p,, sépare
pn—1 de {p1,p2,...,pn—2}, il est nécessaire que p,_; soit de type U ou R, et ce type est déterminé
par la parité de n. Ceci démontre que :
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— « est un quasi-épi,

— T dilate un point auxiliaire de o (uniquement déterminé si et seulement si |a| > 6),

— T =12 ou 21 selon que « est un quasi-épi montant ou descendant,

la représentation en épingles p de o telle que T' = {p2,p, } est uniquement déterminée.

p n.— 1

® | Pn B' =T |T

o o

Pn—2@1+——— Pn—2 e

Fia. 9.12 — La forme des permutations ¢ ayant une racine premiere dont un seul fils 7" n’est pas
une feuille, et telles qu’il existe une représentation en épingles de o qui lit 7" en deux fois.

* Si maintenant p; € T, T étant toujours lu en deux fois par p, alors il existe un indice ¢ # n—1
tel que T'= {p1,...,pi} U{pn}.

Sii > 2, on note B’ la boite englobante de {p1,...,p;}, qui contient donc au moins deux points.
Comme p,, # pi+1, Pn D€ peut pas se trouver sur les cotés de la boite englobante de B’. Par des
arguments de symétrie, on peut donc supposer que p, se trouve le quadrant 1 par rapport a B’,
comme illustré sur la figure 9.12, figure de droite. Si ¢ = 1, alors T' = {p1, p,} contient seulement 2
points, et on peut aussi supposer sans perte de généralité que p,, est dans le quadrant 1 par rapport
a P1-

Comme T = {p1,...,p;}U{pn} est un bloc (de taille au moins 2), aucun point ne peut se trouver
sur ses cotés, donc p;11 est une épingle indépendante. En outre, p; 11 ne peut pas se trouver dans le
quadrant 1 par rapport a 7', sinon p, ne pourrait pas satisfaire la condition d’extériorité. Si p;y1 se
trouvait dans le quadrant 2 ou 4 par rapport a T, alors p, serait sur les cotés de la boite englobante
de {p1,...pit+1}, et on aurait donc p;12 = py,, contredisant que « est simple. Ainsi, p;11 se trouve
dans le quadrant 3 par rapport a T'. De la méme facon, pour tout j € [(i + 2)..(n — 2)], 'épingle p;
se trouve dans le quadrant 3 par rapport a 7', et p; est séparante puisque « est simple. Les épingles
Di+2 & pp—g2 sont donc une alternance d’épingles de type L et D, jusqu’a p,—1 qui est de type R ou
U, pour que p,, puisse séparer {pi,...,pn—2} de p,—1. On conclut donc que « est un quasi-épi, dont
T dilate un point de substitution auxiliaire (déterminé uniquement des que || > 6). En outre, T
est @®-décomposable lorsque a est un quasi-épi montant, et est ©-décomposable lorsque « est un
quasi-épi descendant. ]

Pour décrire ’ensemble des mots d’épingles associés a o, il est commode d’introduire la définition
suivante :

Définition 9.46. Pour toute permutation en épingles simple «, dont un point actif x est marqué, on
considére I’ensemble des mots d’épingles quasi-stricts (c’est-a-dire commencant par deux chiffres)
de a qui codent des représentations en épingles p = (p1,p2,...,pn) de « telles que p; = z. On
note alors @, (a) 'ensemble des mots d’épingles stricts obtenus a partir de ces mots d’épingles en
effacant leur premiere lettre.

Les mots d’épingles qui codent une permutation en épingles ¢ dont 'arbre de décomposition a
une racine premiere avec un unique fils non feuille 7" sont alors caractérisés comme suit.

Théoreme 9.47. Soit o une permutation en épingles dont l’arbre de décomposition a une racine
premiere éltiquetée par une permutation simple o, avec un unique fils non feuille T. On note x le
point de o dilaté par T.
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On définit la condition (C) de la maniére suivante :

a est un quasi-épi montant (resp. descendant),
T dilate un point de substitution auziliaire de o,
©) D i~

T est de la forme /ﬁ (resp. /A) avec la feuille explicitée du coté déterminé par

la position du point auxiliaire dilaté de o, comme dans le lemme 9.45.

Les points suivants sont alors vérifiés.
— Si (C) n’est pas satisfaite, alors P(o) = P(T) - Q.(cv).
~ Si (C) est satisfaite, on distingue deuzx sous-cas en fonction du nombre de feuilles |T'| de T
P, =P(T) - Qx(c)
P,=P(T)  w,
lecture par une représentation en épingles lisant T' en deux fois des feuilles restantes dans
o apres la lecture de T'. Alors P(c) = P1 U Ps.
(b) Si|T| =2, on pose P, = P(T) - Qz(c), et on définit Py 1 (o) (resp. Ppapny(o)) comme
l’ensemble des mots d’épingles qui codent l'unique représentation en épingles p de o telle
que T'= {p1,pn} (resp. T = {p2,pn}). Alors P(c) = P1U P ny U Pap)-

, 0U Wy est l'unique mot qui code ['unique

(a) Si|T| > 3, on pose {

Démonstration. On suppose d’abord que C n’est pas satisfaite.

Soit p = (p1,...,pn) une représentation en épingles de o. D’apres le lemme 9.45, T est lu en

une fois par p, et p1 € T. On note i > 2 lindice tel que T' = {p1,...,p;}. L’épingle p; 41 est

nécessairement une épingle indépendante, puisqu’une séparante appartiendrait a 7' qui est un bloc

de 0. Alors ¢ = (pi,Di+1,---,Pn) est une représentation en épingles de a ou p;41 doit étre une

épingle indépendante (pour une origine fictive gy de ¢ positionnée & la place de p;). Il faut donc

considérer seulement les mots d’épingles quasi-stricts codant ¢. Ainsi, pour tout mot d’épingles w

codant p, w € P(T) - Qu(cv).

Réciproquement, si w € P(T) - Q»(«), alors il est clair que w est un mot d’épingles qui code o.
On suppose a présent que C est satisfaite.

Soit p = (p1,...,pn) une représentation en épingles de o.
* Si T est lu en une fois par p, alors comme ci-dessus on a w € P(T)-Q,(«) pour tout mot d’épingles
w codant p.

* Sinon, 1" est lu en deux fois par p, selon les conditions du lemme 9.45.

(a) Si |T| > 3, alors le lemme 9.45 assure que p; € T, et qu’il existe un indice i > 2 tel que
T ={p1,...,pi,pn} et T" = {p1,...,pi}. Les épingles p;1+1 & p,—1 correspondent & la lecture des
feuilles restantes sous a. Comme |T”| > 2, épingle p;;1 est indépendante, puisque n’appartenant
pas au bloc T. La lettre codant p;y1 est donc déterminée indépendamment du contenu de T”.
De méme, d’apres la preuve du lemme 9.45, toutes les épingles p;+2 a p, sont séparantes, et ne
dépendent pas du contenu de T”. Le mot w qui code (p;jt1,-..,pn) est donc unique et indépendant
de p. On le note w,. On a alors, pour tout mot d’épingles w qui code une représentation en épingles
pde o, we P(T') - w,.

(b) Si |T| = 2, alors d’apres le lemme 9.45, soit T' = {p1,pn}, soit T = {p2,pn}. SI T = {p2,pn},
p est déterminée de fagon unique. Si T = {p1,pn}, alors on considére p’ = (pa,p1,P3,---,Pn), qui
est une autre représentation en épingles de o, pour laquelle T' = {p}, p,}. Ainsi, p’ est uniquement
déterminée, et donc p aussi.

Ceci termine de démontrer 'inclusion de P(o) dans les ensembles proposés. L’inclusion réciproque
est obtenue par une vérification immédiate. ]

On peut remarquer que lorsque la condition C est satisfaite, Q. («) contient un unique mot.

Il reste enfin & considérer le cas o o se décompose sous la forme o = ﬁ[a(l), a®, a(q)] ou (3
est un quasi-épi montant (resp. descendant) et ou tous les a® sauf deux sont des feuilles, I'un étant
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la permutation 12 (resp. 21) qui dilate un point de substitution auxiliaire de (3, et 'autre (noté T")
dilatant le point de substitution principal correspondant de 3.5 Par symétrie, on se restreindra au

cas ou [ est un quasi-épi montant, et on résumera cette situation par o = ﬂ+\ .

Théoréme 9.48. Soit 0 = Alors P(o) = P(T) - wg+ ot wg+ est un

B :
mot unique déterminé par B3, et le marquage de ses points de substitution principal et auziliaire
(correspondant respectivement aux points dilatés par T et 12) lorsque |37| < 5.

Démonstration. On notera dans toute la suite B le fils de 3+ dilaté par 12.

Soit p une représentation en épingles de o. Si |[T'| > 3, alors la conséquence 8.40 et le lemme 8.39
imposent que p lise d’abord 7', puis un point de B, puis toutes les autres feuilles sous «, et enfin le
deuxiéme point de B. Il existe donc un indice ¢ > 3 tel que T'= {p1,...,p;} et B = {pi+1,pn}. La
remarque 8.41 assure que la séquence de points (p;y1,...,pn) est uniquement déterminée dans o.
En outre, comme i > 2, le suffixe de mot d’épingles qui code (p;+1,...,pn) est aussi déterminé de
maniere unique, en fonction seulement de 3%, et du marquage des points de substitution principal
est auxiliaire de 871 lorsque |7| < 5. On note wg+ ce suffixe de mot d’épingles. Pour tout mot
d’épingles w codant p, on a alors w € P(T).wg+.

Si |T| = 2, alors d’apres le lemme 8.39 et la conséquence 8.40, on a soit T = {pi,p2} et
B = {ps3,pn}, soit B ={p1,p2} et T = {ps,pn}. Dans le premier cas, on conclut comme dans le cas
ot |T'| > 3 que tout mot d’épingles w codant p vérifie w € P(T').wg+. On montre que le deuxieme
cas est en fait impossible. En raisonnant par ’absurde, on suppose que B = {p1,p2} et T' = {p3, pn}.
La remarque 8.41 assure que 7' dilate un point de substitution auxiliaire de 8 et B le point de
substitution principal correspondant de 37. Les points de substitution principal et auxiliaire étant
uniquement déterminés dans un quasi-épi de taille au moins 6, on obtient immédiatement une
contradiction dans ce cas. Lorsque |37| < 5, la remarque 8.41 met aussi en évidence que parmi les
deux points de ST dilatés, on peut distinguer celui qui est point de substitution principal de celui
qui est point de substitution auxiliaire, apportant la méme contradiction.

Ceci démontre que P(0) C P(T).wg+. Comme dans les théoremes précédents, l'inclusion réci-
proque est une évidence. O

On dispose a présent, pour toute permutation en épingles o, d’une description de ’ensemble des
mots d’épingles associés a 0. Cette description est récursive, en ce sens qu’elle peut faire intervenir
I’ensemble des mots d’épingles codant un motif de o précisément déterminé. Reprenant ’idée d’une
amélioration de la complexité de la procédure de [BRVO0S], on voudrait & présent proposer, pour
toute permutation en épingles o, une construction en temps polynomial d’un automate qui accepte
les mots d’épingles stricts codant les permutations en épingles propres 7 telles que o < . Pour ce
faire, on revient sur 'ordre < qui transporte dans les mots d’épingles la relation de motif < sur les
permutations.

(Kl Ces points de substitution sont uniquement déterminés si |3| > 6. Dans les quais-épis de taille 5, le point de
substitution principal est déterminé, mais il y a quatre points auxiliaires possibles, deux conduisant & des quasi-épis
montants et deux & des quasi-épis descendants. Pour |3] = 4, il y a quatre paires de points de substitution possibles,
deux donnant un quasi-épi montant et deux un quasi-épi descendant. Voir la figure 8.7 page 179.
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9.3 Facteurs de mots d’épingles pour identifier les motifs dans les
permutations

Le lemme 9.12 met en évidence le lien entre la relation de motif < sur les permutations, et la
relation d’ordre < sur les mots d’épingles. La relation u < w sur les mots d’épingles est a peu de
choses pres une relation de facteurs par morceauz, les morceaux étant déterminés par les facteurs
forts suivant un chiffre de u : chaque facteur fort suivant un chiffre ©(9) de u est égal au facteur w®)
de w dans la définition 9.10, & I'exception de la premiére lettre de w(). On définit ici un codage
des mots d’épingles, de sorte a transporter la relation <1 sur les mots d’épingles en une véritable
relation de facteurs par morceaux dans ce codage.

On restreint toute cette étude au cas ou w est un mot d’épingles strict. Ceci s’explique par
le lemme 9.22, le mot w correspondant dans les applications qui nous intéressent (a savoir, la
conception d’un algorithme polynomial testant si une classe C donnée par sa base finie contient
un nombre fini de permutations en épingles propres) a un codage d’une permutation en épingles
propre.

Définition 9.49. Soit M I’ensemble des mots de longueur supérieure ou égale a 3 sur l'alphabet
L,R,U, D tels que R, L est suivi par U, D et vice versa, et soit SP>5 I’ensemble des mots d’épingles
stricts de longueur au moins 2. On définit une bijection ¢ de SP>2 dans M par :

Pour u € SP>3 tel que u = u'.u” avec |u/| = 2 on pose ¢(u) = p(u’).u” oll ¢ est défini par :
1R— RUR || 2R— LUR || 3R— LDR || 4R— RDR
1L — RUL 2L — LUL 3L— LDL 4L — RDL
W ~—URU || 2U—ULU || 3U — DLU || 4U — DRU
1D—URD || 2D —ULD || 3D — DLD || 4D — DRD

Remarque 9.50.
— Pour tout n > 2, 'application ¢ est une bijection de ’ensemble S P,, des mots de SP de taille
n dans I’ensemble M,,;1 des mots de M de taille n + 1.
— u; = ¢(u)i+1 pour tout i > 2 et pour tout u € SP>2,
— On s’apergoit sur le tableau ci-dessus que les deux premiéres lettres de ¢(u) suffisent a
déterminer la premiere lettre de u (qui est un chiffre). Donc pour un mot u de {LU, LD, RU,
RD,UL,UR, DL, DR} on peut par abus de notation définir ¢~ (u).

Conformément & la définition de ¢~ (u) lorsque |u| = 2, on peut étendre ¢ aux mots d’épingles
stricts de taille 1, mais ¢ n’est alors plus une fonction de S P dans M. En effet, on associe deux mots
a chaque mot d’épingles strict de taille 1 : on pose ¢(1) = {UR,RU},¢(2) = {UL,LU}, ¢(3) =
(DL, LD} et ¢(4) = {DR, RD}.

La bijection ¢ consiste a remplacer le chiffre d’'un mot d’épingles strict par deux lettres. Dans
ce codage, les lettres de ¢(u) suffisent & déterminer dans quel quadrant se situe chaque point d’une
représentation en épingles correspondant au mot d’épingles strict u.

Lemme 9.51. Soit w un mot d’épingles strict et p une représentation en épingles correspondant
a w. Alors pour tout i > 2, w;_1 et w; déterminent le quadrant dans lequel p; se situe par rapport
a{po,...,pi—2} :

~ sii >3, p; est situé dans le quadrant ¢~ (w;_1w;).

— sii =2, p; est situé dans le quadrant ¢~ (BC) ot ¢(wiwz) = ABC.

Démonstration. La preuve se fait par examen de toutes les paires de lettres consécutives possibles.
On en donne deux exemples.

Si ¢ > 3, alors w;_1 et w; sont des directions. Par exemple si w;_1 = L et w; = U, alors p; est
situé dans le quadrant 2 et ¢~ (LU) = 2.
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Si i =2, w;_1 est un chiffre et w; est une direction. Par exemple si w;_1 = 1 et w; = L, alors p;
est situé dans le quadrant 2, ¢(1L) = RUL et ¢~} (UL) = 2. O

Par définition, les facteurs forts suivant un chiffre de tout mot d’épingles u sont des mots
d’épingles stricts. On étudie donc d’abord, pour un mot d’épingles strict u, comment la relation
u < w se transporte sur ¢(u) et ¢(w).

On envisage indépendamment le cas ou |u| = 1.

Lemme 9.52. On poseu =1 (resp 2,3,4). Pour tout mot d’épingles strict w, u < w si et seulement
st ¢(w) posséde un facteur dans ¢p(u) = {UR, RU} (resp. {UL,LU}, {DL,LD}, {DR,RD}).

Démonstration. On démontre le lemme 9.52 pour v = 1, les autres cas étant traités de la méme
maniere. On se donne un mot d’épingles strict w.

On suppose que 1 < w. On considére la décomposition de w en w = vMwMy@ donnée par la
définition 9.10, et on note i = [v(1)].

Sii =0, alors la premiere lettre de w est 1, et ¢(w) commence par UR ou RU.

Sii > 2, alors w; et w;y1 sont deux directions, et le point correspondant a w;1; dans la
permutation admettant w pour mot d’épingles se situe dans le quadrant ¢! (w;w;,1). D’apres la
définition 9.10 le quadrant correspondant & w;y1, qui est la premiere lettre de w®, est le méme
que celui correspondant & u, c’est-a-dire que c’est ici le quadrant 1. Ainsi, ¢~ (w;wir1) = 1, et
donc w;w;t1 € {UR, RU}. Enfin, comme ¢ > 2, w;w;4+1 est un facteur de ¢(w), concluant la preuve
dans ce cas.

Enfin si ¢ = 1, alors la premiére lettre de w®) est ws, qui doit comme avant correspondre & un
point situé dans le quadrant 1. En posant ¢(wyws) = ABC, le lemme 9.51 assure que ¢~ (BC) = 1,
c’est-a-dire que BC € {UR, RU}. Comme BC' est par définition un facteur de ¢(w) (correspondant
a ses deuxieme et troisieme lettres), on a le résultat annoncé.

Réciproquement, on suppose maintenant que ¢(w) possede un facteur UR ou RU. Sans perte
de généralité, on suppose qu’'on est dans le premier cas. Il existe donc deux mots v et v’ tels que

¢(w) = vURY'.
Si |v| = 0, alors la définition 9.49 indique que w commence par 1, et donc 1 < w.
Si [v] > 2, alors ¢(w) = vURY, et pour la décomposition w = vMwMv? ayec M =

o) U, wM) = R et v® =/, on vérifie que 1 < w.

Si |v| = 1, alors comme ¢(w) € M, on a ¢(w) = RURV ou ¢p(w) = LURV', c’est-a-dire que
w = 1Ry ou w = 2Rv'. Dans le premier cas, on note vV = 1,wM) = R et v@ = ¢/, et dans le
deuxieme cas v = 2,w® = R et v® = ¢/. Chacune de ces décompositions fait apparaitre que
1 < w. ]

Théoréme 9.53. Pour tous mots d’épingles stricts u et w, avec |u| > 2, u Jw si et seulement si
o(u) est un facteur de Pp(w).

Démonstration. Siu < w, comme u est un mot d’épingles strict, la décomposition de u en facteurs
forts est u = v, donc w peut étre coupé en une suite de facteurs w = WMy comme dans la
définition 9.10.

Si v(M) est vide, alors w") commence par un chiffre, w® = u™@) et u est un préfixe de w donc
¢(u) est un préfixe de ¢(w).

Sinon w(!) commence par une direction (car w est strict) donc la premiere lettre de w® cor-
respond & un point situé dans le quadrant spécifié par u; (la premiere lettre de u(l)), et toutes les
autres lettres (qui sont des directions) de u® et w() sont les mémes : usy . . . Upy| = Wit2 - - Wit [l
en notant 7 = \v(l)|.

La seule différence entre u et ¢(u) étant que u; a été remplacé par deux lettres, on peut écrire

d(u) = ¢p(u)19(u)2uz . . . upy)-
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Si ¢ > 2 alors d’apres le lemme 9.51, le point correspondant & w;41 est situé dans le quadrant
¢ (wswiy1), et donc up = ¢~ H(wiw;iy1). On a alors ¢(u) = wjw;yy . .. Wiy |-

Si i = 1 alors d’apres le lemme 9.51, uy = ¢ 1(BC) on ¢p(wiwe) = ABC donc ¢(u) =
BCUQ cee U|u\ et d)(w) = ABCw3 <o Wiy -

Dans tout ces cas, on a bien démontré que ¢(u) est un facteur de ¢(w).

Inversement si ¢(u) est un facteur de ¢(w), alors ¢p(w) = v.¢(u).v'. Si v est vide alors ¢(u) est
un préfixe de ¢(w) donc u est un préfixe de w d’ott u < w.

Si o] =i > 2 alors w = ¢ 1 (v).¢(u).v. Donc ¢p(u) = wi... Wit |pu)|—1 = Wi- - Wity don
UL+ Upy| = Wit2 -+ Wiy €6 up = qb*l(wiwiﬂ). Donc u; est le quadrant dans lequel se situe w;41
et u <w.

Si |v| = 1 alors ¢(wiws) = v P(u)1¢(u)2 donc d’apres le lemme 9.51, ws est situé dans le quadrant
o Hp(w)19(u)2) = u1. Or wy... w1 = G(W)s... p(W)y42 = G(u)3... o(U)jy41 = Uz ... Uy,

donc u < w. 0

Lorsque le mot d’épingles u n’est pas strict, le lemme 9.52 et le théoreme 9.53 peuvent étre
étendus avec la notion suivante, qui formalise I'idée de facteur par morceaux expliquée au début de
ce paragraphe.

Définition 9.54. Pour tout mot d’épingles u, dont la décomposition en facteurs forts suivant un
chiffre est u = uMu® .. w0 on définit L(u) = * - p(uD) - T p(u?) - T* ... 8% - p(ul)) - *, on
Y ={L,R,U,D}.

Théoréme 9.55. Soit 0 une permutation en épingles propre, et w un mot d’épingles strict de o.
Soit B une permutation. Alors § < o si et seulement s’il existe un mot d’épingles u de [ tel que

o(w) € L(u).

Démonstration. On suppose que 5 =< o. Alors § est une permutation en épingles, et d’apres la
conséquence 9.13, il existe un mot d’épingles u codant (§ tel que v < w. On décompose u en
facteurs forts suivant un chiffre, sous la forme v = uMu® .. 4. Alors w se décompose en
w = vWuw®y@ @ | yD@yl+) de sorte que pour tout i € [1..5], w® < p@w® 11 faut
remarquer que cette notation induit une extension (immédiate) de < aux mots de M, c’est-a-
dire ne contenant pas de chiffres. En étendant aussi ¢ aux mots de M (par l'identité de M), le
théoreme 9.53 et le lemme 9.52 assurent alors que pour tout i € [1..5], ¢(vPw®) contient un
facteur égal & (ou appartenant ) ¢(u("). Enfin, comme w est un mot d’épingles strict, ¢(w) =
d(vPwM)p(vPw@) .. p(vDw@ )+ et ainsi les facteurs ¢(u) ... p(ul)) apparaissent dans
¢(w), dans cet ordre de gauche a droite, et en étant disjoints. En d’autres termes, ¢(w) € L(u).
Réciproquement, s’il existe un mot d’épingles u codant  tel que ¢(w) € L(u), on peut
décomposer (w) en vMp(uM)v@Pp(u@) .. v G(ud))wU+D, La encore, ce sont le théoréme
9.53 et le lemme 9.52 (sens réciproque) dans leur version étendue aux mots de M, associés a
la conséquence 9.13, qui permettent de conclure que g < o. O

Pour décider si une classe C contient un nombre fini de permutations en épingles propres (et
donc décider si elle contient un nombre fini de permutations simples) on utilisera le théoréeme 9.55
pour les permutations § qui sont des motifs exclus caractérisant la classe C.

Dans le cas particulier des classes C fermées par produit de substitution, on peut décrire un
algorithme décidant si C contient un nombre fini de permutations simples, qui soit plus efficace que
dans le cadre général. Il faut pour cela analyser plus finement qu’au théoreme 9.55, pour tout mot
d’épingles u codant une permutation § de la base de C, comment s’exprime la relation 0 < ¢ en
fonction des mots d’épingles stricts de o, pour les permutations en épingles propres o.

On rappelle que les classes fermées par produit de substitution sont caractérisées au théoreme
2.64 comme celles dont tous les motifs exclus sont des permutations simples, et que les mots
d’épingles qui codent une permutation simple sont tous stricts ou quasi-stricts (remarque 9.8). Le
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théoreme 9.53 s’intéresse au cas ol u est un mot d’épingles strict codant 5. On traite maintenant
le cas d’un mot d’épingles u quasi-strict.

Lemme 9.56. Soit u un mot d’épingles quasi-strict correspondant a une permutation 3 et w un
mot d’épingles strict correspondant a une permutation o. Siu < w alors ¢(uz ... uy,) est un facteur
de ¢(w) qui commence a une position j > 3.

Démonstration. La décomposition de u en facteurs forts suivant un chiffre est u = uMu®@ avec
|u(1)| = 1. Puisque u < w, w peut étre coupé en une suite de facteurs w = WMy @y(3),
De plus [w®| = [uM| = 1. Comme w est un mot d’épingles strict, w(® ne contient donc pas de
chiffre. Ainsi, v(® est non vide, la premitre lettre w; de w® correspond & un point situé dans le
quadrant spécifié par la premiére lettre ug de u(?), et toutes les autres lettres de u(? et w2 sont les
mémes. Donc us = ¢~ (w;_jw;) par le lemme 9.51 et w = vMwMvp(u@)vB) ol v est le préfixe
de v(?) de longueur [v®| — 1. Alors ¢(u?) est un facteur de w qui ne contient pas de chiffre donc

#(u?) est un facteur de ¢(w). En outre, comme |w™M| = 1, ¢(u(?) a une occurrence dans w qui
commence & une position 5/ > 2, donc ¢(ul?) a une occurrence dans ¢(w) qui commence & une
position j > 3. 0

Lemme 9.57. Soit u un mot d’épingles quasi-strict correspondant a une permutation 3 et w un
mot d’épingles strict correspondant a une permutation o.

Si|ul > 3 et si ¢(uz...up,) est un facteur de ¢p(w) qui commence a une position j > 3 alors 3
est un motif de o.

Si|ul = 2 et si p(w) posséde un facteur appartenant a ¢(ug) qui commence a une position j > 3
alors (B est un motif de o.

Démonstration. On note u = uMu® la décomposition en facteurs forts suivant un chiffre de w.
Comme u est un mot d’épingles quasi-strict, on a u = uq et u® = uy... u, pour k = lul. On
suppose que k > 3. D’aprés la définition 9.49, on a ¢(u?) = abus . .. uj. Dun autre coté, w étant
un mot d’épingles strict, en notant n = |w|, on a d’apres la définition 9.49 ¢(w) = cdws ... wy,.
Comme ¢(u®) a une occurrence dans ¢(w) & une position j > 3, cela signifie que abus . .. uy a une
occurrence dans ws . .. Wy.

De méme, si k = 2, il existe ab € ¢(us) tel que ab a une occurrence dans wy ... wy,.

Dans les deux cas, il existe un indice i > 2 tel que a = w;, b = w;+1 et pour tout ¢ € [3..k],
Up = Witp—1-

On note p = (p1,p2,---,pn) la représentation en épingles de o dont w est un codage. Alors
(Pit+1,Pit2, - - - Ditk—1) €st une représentation en épingles dont 1@ est un codage. En outre, le
lemme 9.51 assure que p;;1 se trouve dans le quadrant ¢! (w;w;;1) = ¢~'(ab) = us par rapport a
{po,...,pi—1}, et donc en particulier par rapport a p; (on rappelle que 7 > 2). On consideére alors la
représentation en épingles ¢ = (p1, Pit+1,Pi+2, - - Pitk—1), qui correspond évidemment & un motif
de o. Les arguments précédents utilisant le lemme 9.51 permettent aussi de déduire immédiatement
que u = uju® est un mot d’épingles codant g, d’ott on conclut que ¢ est une représentation en
épingles de 3, et donc que [ est un motif de o. O

On associe a chaque permutation simple 3 I’ensemble P(3) de ses mots d’épingles (qui est
vide si § n’est pas une permutation en épingles). D’apres le lemme 8.47 et la remarque 9.2, cet
ensemble contient au plus 64 éléments. On pose E() = {¢(u)|u est un mot d’épingles strict
correspondant & S} U {v € M| il existe un mot d’épingles quasi-strict u correspondant a 3 et
v € {LU,LD,RU, RD}U{UL,UR, DL, DR} tel que v =z ¢(us ... uy,)}. Pour le second ensemble,
la premiere lettre de ¢(us. .. u|u‘) détermine ’ensemble auquel appartient x.

On voit que |E(8)| < 320.

Théoreme 9.58. Soit 3 une permutation simple et w un mot d’épingles strict correspondant a une
permutation o. Alors 3 £ o si et seulement si p(w) évite U'ensemble fini de facteurs E(f3).
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On peut remarquer que dans le théoreme 9.58, il suffit de considérer un seul mot d’épingles
strict correspondant & o : il n’est pas nécessaire de les connaitre tous.

Démonstration. On démontre la contraposée de I’équivalence annoncée.

Si B < o, alors par le lemme 9.12, il existe un mot d’épingles u correspondant a 3 tel que v < w.
D’apres la remarque 9.8, u est un mot d’épingles strict ou quasi-strict. Si v est un mot d’épingles
strict alors, par le théoreme 9.53, ¢(u) est un facteur de ¢(w) et donc ¢(w) a un facteur dans E(/3).
Si w est un mot d’épingles quasi-strict alors par le lemme 9.56, ¢(us . . . u,) est un facteur de ¢(w)
qui commence & une position j > 3. Soit z les deux lettres qui précedent ¢(usz . ..wuy,) dans ¢(w).
Comme ¢(w) € M, zd(uz ... up,) est un facteur de ¢p(w) qui appartient & E(3).

Inversement on suppose que ¢(w) a un facteur v dans E(3). Siv € {¢(u) |u est un mot d’épingles
strict correspondant & 3} alors par le théoreme 9.53, il existe u un mot d’épingles correspondant
a (8 tel que v < w donc par le lemme 9.12, 3 < ¢. Sinon il existe v un mot d’épingles quasi-strict
correspondant & 3 et € {LU, LD, RU, RD,UL,UR, DL, DR} tel que v = x ¢(uz ... uy,) est un
facteur de ¢(w). Donc ¢(usz . .. up,|) est un facteur de ¢(w) qui commence & une position j > 3 et
par le lemme 9.57, 8 < o. O

9.4 Algorithme polynomial testant si une classe contient un nom-
bre fini de simples

9.4.1 Les étapes de I’algorithme

On considere une classe de permutations C donnée par sa base finie B = {1, ..., O }. On note n;
la taille de chaque motif §; et n = maxn;. On dispose a présent des outils nécessaires pour donner
I'algorithme en O(n3*) qui teste si C contient ou non un nombre fini de permutations simples.

On a vu au paragraphe 9.1.2 (lemme 9.17) que C contient un nombre infini des permutations
simples si et seulement si elle contient

— un nombre infini de permutations paralleles,

— ou un nombre infini de permutations simples en chevron de type 1,

— ou un nombre infini de permutations simples en chevron de type 2,

— ou un nombre infini de permutations en épingles propres.

Par la conséquence 9.21, on peut tester les trois premiers points en temps O(k - nlogn). Il reste
donc & décrire un algorithme polynomial testant si C contient un nombre infini de permutations en
épingles propres.

L’idée est comme avant d’utiliser la proposition 9.23, qui énonce que C contient un nombre infini
de permutations en épingles propres si et seulement si SP \ € est infini, SP désignant I’ensemble
de mots d’épingles stricts, et £ celui des mots d’épingles stricts w tels que w > u pour un mot
d’épingles u codant un motif 3 € B.

Comme on ’a fait remarquer juste avant d’énoncer la proposition 9.23, seuls les motifs de B
qui sont des permutations en épingles sont utiles dans la définition de £. On commence donc par
déterminer, pour chaque motif 8 € B, si 3 est ou non une permutation en épingles. Pour ce faire,
on calcule 'arbre de décomposition de 3, ce qui peut étre fait en temps linéaire d’apres le théoreme
2.45. Puis on teste si I'arbre est de la forme indiquée par le théoreme 8.25 caractérisant les arbres
de décomposition des permutations en épingles. Le seul point qui demande une précision dans cette
vérification consiste & avoir un algorithme pour décider si une permutation simple est ou non en
épingles. On a donné & la remarque 9.25 un algorithme en O(|a|?) testant si une permutation simple
« est ou non en épingles.

Au total, on dispose donc d'un algorithme en O(k - n?) déterminant le sous-ensemble B’ de B
composé des motifs §; qui sont représentables en épingles.

L’étape suivante est de construire, pour chaque 3 € B, un automate Ag qui accepte le langage
L3 des mots d’épingles stricts w tels qu’il existe un mot d’épingles u codant 3 et vérifiant w > u. On
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souhaite bien slir que Ag soit construit en temps polynomial (et donc de taille polynomiale), mais
on veut aussi que Ag soit un automate déterministe. Cela permettra d’obtenir, par une construction
produit, un automate Ap/, déterministe lui aussi, reconnaissant le langage union des £ pour 3 € B'.
Le coiit de cette construction s’exprime comme le produit des tailles des automates Ag.

L’intérét d’avoir un automate Ag déterministe est de pouvoir calculer en temps polynomial
un automate qui reconnait le langage complémentaire : sans la contrainte du déterminisme, la
complémentation est une opération exponentielle. L’intersection avec le langage des mots d’épingles
stricts est ensuite effectuée par produit avec 'automate (déterministe a quatre états) qui reconnait
SP. Cet automate est donnée sur la figure 9.13, figure de gauche.

LR
L. R ’
o———0_ S0
U,D
start —
U,D
oO———0<_ 50
U,D I R

Fic. 9.13 - A gauche, un automate déterministe acceptant le langage des mots d’épingles stricts.
A droite, un automate déterministe acceptant le langage des mots de longueur au moins 2 sans
facteurs dans {UU,UD, DU, DD, RR, RL, LR, LL}. Ce langage correspond a ’ensemble des miroirs
des ¢(w) associés aux mots d’épingles stricts w.

On obtient a l’issue de ce processus un automate A, dont la taille est du méme ordre que celle
de Ap/, qui accepte le langage SP\ £. 1l suffit alors de tester si le langage reconnu par A est infini
ou non. Une méthode classique pour le faire consiste & chercher dans A un cycle qui soit accessible
(atteignable depuis I’état initial) et co-accessible (depuis lequel on peut rejoindre un état final), en
effectuant un parcours en profondeur de A. Cette derniere étape est linéaire en le nombre d’arétes de
A. L’existence d’un tel cycle est une condition nécessaire et suffisante pour que le langage reconnu
par A soit infini.

On apporte une légere modification a ce schéma général. Les automates Ag que I'on construit
ne reconnaissent pas les mots d’épingles stricts w tels qu’il existe un mot d’épingles u codant 3
et vérifiant w > wu. Ils reconnaissent a la place les miroirs (gb_(w—) des mots ¢(w) associés aux mots
d’épingles stricts w tels qu’il existe un mot d’épingles u codant 3 et vérifiant ¢p(w) € L(u).

Le choix de travailler sur ¢(w) plutot que sur w lui-méme est motivé par le théoreme 9.55, qui
exprime comment la relation de motif < sur les permutations est transformée en une relation de
facteurs par morceaux sur ¢(w). L’avantage de la condition ¢(w) € L(u) par rapport & w > u
(qui est d’apres le lemme 9.12 une autre traduction de <) est qu’elle est plus facilement testable
algorithmiquement.

La deuxieme variante consiste a travailler sur des miroirs de mots plutét que sur les mots eux-
mémes. La raison de ce changement est purement technique, pour permettre d’avoir des automates
déterministes. On peut se convaincre de son bien-fondé par la réflexion informelle suivante : le début
des mots d’épingles codant une permutation  peut étre tres variable (comme en témoignent les
théoremes 9.44, 9.47 et 9.48), mais leur fin est généralement trés contrainte. En faisant une lecture
de droite a gauche, on repousse jusqu’au dernier moment le choix du mot d’épingles codant 8 que
I’on est en train de lire.

Le reste du processus pour déterminer si C contient un nombre fini de permutations en épingles
propres est identique, a ceci prés qu’il ne faut plus complémenter dans le langage SP des mots
d’épingles stricts, mais dans le langage des mots de taille au moins 2 sur 'alphabet {L, R, U, D} ne
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contenant aucun facteur de {UU,UD, DU, DD, RR,RL, LR, LL}. Ce langage correspond a ’ensem-

i
ble des ¢(w) associés aux mots d’épingles stricts w. Un automate reconnaissant ce langage est

donnée en figure 9.13, figure de droite.

Les paragraphes qui suivent expliquent comment construire, pour toute permutation o de taille
n, et en temps polynomial en 7, un automate déterministe et possédant un seul état final (noté

aussi A,), qui accepte le langage {¢(u(1))¢(u(2)) . o) | u est un mot d’épingles codant o
dont la décomposition en facteurs forts suivant un chiffre est u = u(Mu® ... u(j)}. On verra dans
un deuxiér(&temps comment ajouter des transitions pour obtenir un automate qui reconnaisse
Uy codant a‘c(u>-

Par abus de notations, on écrira ¢(v) = ¢(v))d(v?) ... p(v1)) lorsque la décomposition en
facteurs forts suivant un chiffre de v est vy . () [

Les constructions des automates sont données en suivant la méme organisation qu’au paragraphe
9.2 oll on a décrit les ensembles de mots d’épingles associés a des permutations en épingles.

9.4.2 Construction de ’automate pour les cas de base

Permutation de taille 1

-
Les mots ¢(w) qui correspondent a w € {1,2,3,4}, c’est-a-dire & o = 1, sont ceux acceptés par

lautomate de la figure 9.14.

start —

F1a. 9.14 — Automate reconnaissant le langage des miroirs des ¢(w) pour les mots d’épingles w
codant la permutation 1.

Permutations simples

On considére une permutation en épingles simple o. La proposition 9.24 assure que o posséde
au plus 64 mots d’épingles, que ’on sait calculer en temps O(n?). Certains de ces mots d’épingles

sont stricts, mais d’autres sont quasi-stricts (voir la proposition 9.7). On considére ’ensemble E
i

des ¢(w), pour les mots d’épingles w codant o, ¢ étant appliquée sur chaque facteur fort suivant
e_—_
un chiffre lorsque w n’est pas strict. On peut remarquer qu’alors ’ensemble E(o) défini pour le
"

théoreme 9.58 correspond & l'intersection de I'ensemble des ¢(w) avec le langage des mots sans
facteurs dans {UU,UD, DU,DD, RR, RL, LR, LL}.

Etant donné cet ensemble E d’au plus 64 mots, tous de taille n, on peut calculer en temps
O(n) un automate déterministe qui reconnait E. On utilise pour cela la méthode de A. Aho et
M. Corasick dans [ACT75], pour construire seulement le squelette de leur automate, qui correspond
au trie associé a ’ensemble de mots considéré : chaque état correspond a un préfixe d’un ou de
plusieurs mots dans ’ensemble E, et a tout mot de F correspond un unique chemin qui parcourt
I’ensemble de ses préfixes, par longueur croissante. La figure 9.15 illustre cette construction sur un

WOn peut remarquer que ¢(v) peut étre un ensemble de mots (dés que deux chiffres apparaissent consécutivement
dans v), et que les mots de ¢(v) peuvent contenir des facteurs dans {UU,UD, DU, DD, RR, RL, LR, LL}.
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exemple. Comme on veut construire des automates ayant un unique état final, la seule modification
consiste a fusionner en un état final unique tous les états finaux de I'automate. Comme aucune
transition ne sort d’aucun état final dans ’automate du ¢rie construit, cette modification ne change
pas le langage accepté par 'automate.

L U L
start > € L LU LULU LULUL
> U

FiGc. 9.15 — Exemple de construction du squelette de 'automate de A. Aho et M. Corasick pour
I’ensemble de mots {LULULUR, LULDLD,LURD}.

Permutations de racine linéaire

On traite seulement le cas des permutations de racine @, le cas de la racine © étant symétrique.
On considere donc une permutation en épingles o qui se décompose sous la forme o = &[£1, &2, . . ., &4l
ou tous les & sont des épis montants.

Pour chaque j € [1..q], on @ construire des automates déterministes AN (&;) et A®)(€;) qui
acceptent I’ensemble des mots ¢(v) respectivement pour v € f(l)(gj) et pour v € (&;). De méme,
pour chaque j € [1..(¢ — 1)], Iensemble de mots d’épingles fdouble(¢; &;.1) étant completement
déterminé par le lemme 9.34, on peut construire un automate déterministe A(double) (&,&+1) qui
accepte I’ensemble des mots m pour v € fouble(¢, &), Cet automate Aldouble) (&,&+1) est de
la forme représentée en figure 9.16, sur lequel des états et des transitions supplémentaires viennent
se greffer lorsque f™< (&,&j+1) est non vide. Sur cette figure, les automates Alint) (&) sont définis

— .
comme ceux qui acceptent 'ensemble des mots ¢(v) pour v € f(E;).

F1c. 9.16 — La forme des automates A(double) (&, &5+1)-

Pour construire ces automates, on peut comme avant utiliser la méthode de A. Aho et M. Cora-
sick dans [ACT75], pour construire le squelette de leur automate, qui correspond au trie associé
a l'ensemble de mots considéré. Ici encore, on fusionne en un état final unique tous les états fi-
naux de Pautomate. Le temps nécessaire a la construction de chaque automate est alors O(|&;])
ou O(|&] + |€i+1]), et chacun des automates obtenus a une taille en O(|¢;]) ou O(|&| + [&i+1])- La
construction de I’ensemble de ces automates demande donc un temps O(> &) = O(n).

Il est alors évident avec la proposition 9.36 que I’automate de la figure 9.17 reconnait ’ensemble
des mots M pour les mots d’épingles v qui codent o. Sur cette figure, pour deux automates
AW(&) et AD(&;11), Iétat initial de AM(€;41) est fusionné avec I'état final de AN (E;), et il en
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va de méme avec les automates A®)(¢;,1) et A®)(&;). En outre, les états finaux des automates
Aldouble) (&,&j+1) sont tous fusionnés en un unique état final.

Il est important de remarquer que toutes ces fusions d’états finaux sont possibles car, dans
le squelette de 'automate obtenu par la construction de A. Aho et M. Corasick, il n’y a aucune
transition qui sorte d’un état final.

La complexité en temps et en espace de cette construction est alors en O(n?). A partir des
automates calculés en temps O(n), 'automate de la figure 9.17 est obtenu en mélangeant O(q)
automates (correspondant aux permutations (&)i<i<q), répliqués chacun O(q) fois, et dont les
tailles sont, pour chaque i € [1..q], en O(|&;]) ou en O(|&| + |&i+1])- La taille de cet automate est
O q-1&l) = O(n- 30, &) = O(n?).

D AP L AP (gl

Fi1G. 9.17 — L’automate A, pour une permutation o de racine linéaire dont tous les fils sont des
épis. L’état initial est celui en bas a gauche.

9.4.3 Construction de automate pour les cas récursifs de racine linéaire

Ici encore, on restreint cette étude au cas ou la racine est un nceud linéaire d’étiquette .
Tous les fils de cette racine sont donc des épis montants, sauf un, que l'on note 7;,. L’arbre de

décomposition de o est alors de la forme @
&1 & 3

042 &q

On note A(7;,) automate associé récursivement a la permutation dont 7;, est l'arbre de
décomposition.
On suppose d’abord que ¢ ne satisfait aucune des conditions du type ¢Hj de la figure 9.10.

240



9.4. Algorithme polynomial testant si une classe contient un nombre fini de simples

—
Alors le théoréme 9.44 assure que le langage des ¢(v) pour les mots d’épingles v associés a o sont

p
ceux reconnus par ’automate obtenu & partir de A(7;,) et du fragment d’automate représenté sur
la figure 9.18, en fusionnant I’état noir de la figure 9.18 et I’état initial de A(7;,).

_ . |
F@X_ AW (g1) T AD (62) )R

7 (3)(541)

F1G. 9.18 — Fragment de l'automate A, pour une permutation o de racine linéaire (@) dont un fil
unique n’est pas un épi (montant). L’état initial est celui en bas a gauche.

Lorsqu’une condition de la figure 9.10 est satisfaite par o, I'automate a la méme structure
générale que dans le cas précédent. Certaines transitions viennent cependant s’ajouter, comme
représenté dans les automates de la colonne de droite de la figure 9.10 (ou les carrés sont une
représentation compacte du fragment d’automate de la figure 9.18).

Les points de départ potentiels de ces nouvelles transitions sont repérés par les états gris sur la
figure 9.18. Leurs points d’arrivée sont a l'intérieur de A(7;,), et correspondent a des états marqués
dans A(7;,), qui sont chacun l'état initial d’'un des automates représentés a l'intérieur de A(7;,)
sur la figure 9.10.

La maniere de marquer ces états sera explicitée au paragraphe 9.4.6. En supposant qu’on dispose
du marquage, on vérifie sans difficulté et dans chacun des cas (aucune condition iHj satisfaite, ou
pour chacune de ces conditions) que cette construction aboutit & un automate déterministe, avec

un unique état final, qui reconnait le langage des % pour les mots d’épingles v associés a o.
De la méme fagon que pour le cas non récursif des permutations de racine linéaire, le temps de
construction de A,, aussi bien que sa taille, s’exprime en ajoutant O(n - 3.7 |&]) = O(n?) au
temps de construction ou a la taille de A(7;,).

9.4.4 Construction de automate pour les cas récursifs de racine premiere

Un unique fils de la racine n’est pas une feuille

Dans ce cas, on note comme au paragraphe 9.2 o =

On rappelle la définition de la condition C donnée au théoreme 9.47 :

« est un quasi-épi montant (resp. descendant),

T dilate un point de substitution auxiliaire de «, noté x,

D O
T est de la forme / A (resp. / A ) avec la feuille explicitée du c6té déterminé par

la position du point auxiliaire dilaté de o, comme dans le lemme 9.45.
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Dans le cas ou la condition C du théoreme 9.47 n’est pas satisfaite, ce théoreme assure que
I'automate de la figure 9.19 reconnait le langage des % pour les mots d’épingles v associés a o.
Sur cette figure, @, () n’est pas forcément un mot unique, mais les mots @Q,(«) coincident tous
a partir de leur troisieme lettre, sauf dans le cas ou x appartient a plusieurs cavaliers actifs de «.
Dans ce cas particulier, soit « est de taille 5 ou 6, soit « est un quasi-épi dont 7' dilate le point
de substitution principal (appartenant a deux cavaliers actifs). Q,(«) se divise alors en deux (ou
quatre si |a| = 5) sous-ensembles de mots qui coincident tous a partir de leur troisieme lettre.

Le calcul de Q,(«) demande d’identifier les cavaliers actifs de a contenant z. Pour le faire,
on peut procéder comme dans la remarque 9.25, et comme on se restreint aux cavaliers actifs
contenant x, le temps nécessaire pour calculer Q,(a) est O(n). Le calcul de automate déterministe
correspondant & @, («) demande par les mémes techniques que précédemment un temps O(n), et
O(n) est aussi une borne sur la taille de cet automate.

=5 An__ O
P(Qa())

Fi1G. 9.19 — L’automate A, pour une permutation o de racine premiere dont un fils unique 7" n’est
pas une feuille, lorsque o ne satisfait pas la condition C.

Dans le cas ou la condition C est satisfaite, et ou |T'| > 3, le méme théoréme assure que

c’est 'automate un peu enrichi de la figure 9.20 qui reconnait le langage des m pour les mots
d’épingles v associés & o. Dans la figure 9.20, le branchement sur I’état initial de Pautomate A(T")
est effectué, comme dans le cas d’une racine linéaire, grace a un marquage de ’état correspondant
dans 'automate A(T"). On verra comment obtenir ce marquage au paragraphe 9.4.6. En supposant
qu’il est donné, de temps de la construction de 'automate A, est exactement le temps pour calculer
A(T) auquel s’ajoute celui du calcul de Q,(«) et de w,, qui est en O(n).

Q
P(Qa())

FiG. 9.20 — L’automate A, pour une permutation ¢ de racine premiere dont un unique fils 7" n’est
pas une feuille, lorsque o satisfait la condition C et |T| > 3.

Dans le cas ou la condition C est satisfaite et ou |T| = 2, on est donc en présence d’une
permutation o qui est un quasi-épi montant dont le point de substitution auxiliaire est dilaté par 12.
On s’apercoit facilement avec le théoreme 9.47 qu’une telle permutation admet exactement quatre
représentations en épingles (deux lisant 7" en entier, et deux correspondant aux ensembles Py
et Py} du théoreme 9.47), et donc un total d’au plus 32 mots d’épingles, calculables en temps
O(n). On construit comme dans tous les cas précédents 'automate qui reconnait le langage des
% pour les mots d’épingles v associés a o sous la forme d’un trie, et en temps O(n). L’automate
obtenu est aussi de taille O(n).

La racine posséde deux fils non feuille

Il reste a examiner le cas ou ¢ a une racine premiere dont deux fils ne sont pas réduit a des

feuilles. Dans ce cas, 0 = Bt , oll BT est un quasi-épi montant, dont T dilate le

242



9.4. Algorithme polynomial testant si une classe contient un nombre fini de simples

point de substitution principal et 12 le point de substitution auxiliaire.

Le théoreme 9.48 montre que les mots d’épingles correspondant a o sont t{ré;s contraints. En
reprenant les notations de ce théoréme, l'automate qui reconnait le langage des ¢(v) pour les mots
d’épingles v associés a ¢ est donné sur la figure 9.21.

FiG. 9.21 — L’automate A, pour une permutation o de racine premiere dont deux fils ne sont pas
des feuilles.

Le théoreme 9.48 donne immédiatement que le langage de cet automate est celui des % pour
les mots d’épingles v associés a o.

Au niveau de la complexité, le calcul de wg+ et du trie associé est en O(n), et 'automate obtenu
est donc de taille |A(T)| + O(n).

9.4.5 Récapitulatif de complexité

Le tableau suivant récapitule la complexité des différentes étapes ci-dessus.

un fils 7 non épi

de construction pour 7

de 'automate pour 7

permutation temps de construction | taille de I'automate référence
taille 1 o(1) O(1) figure 9.14
simple O(n?) O(n) lignes avant
la figure 9.15
nceud @ non récursif O(n?) O(n?) figure 9.17
noeud @ récursif, O(n?)+ temps O(n?)+ taille figure 9.18

neeud premier récursif,

lignes apres

deux fils non feuille

de construction pour 7°

de automate pour 7

C satisfaite, O(n) O(n) la figure 9.20
et 7 de taille 2

nceud premier récursif, O(n)+ temps O(n)+ taille figures 9.19
un fils non feuille 7 de construction pour 7 | de 'automate pour 7 | et 9.20

(en dehors du cas précédent)

nceud premier récursif, O(n)+ temps O(n)+ taille figure 9.21

On peut remarquer que le temps de calcul pour les permutations simples ¢ est dominé par la
recherche des mots d’épingles codant o.

Proposition 9.59. Pour toute permutation o de taille n, la procédure ci-dessus permet de calculer

en temps O(n3) un automate déterministe qui reconnait le langage des ¢(v) pour les mots d’épingles
v associés a o. Cet automate est de taille O(n?).

Pour que la preuve de la proposition 9.59 soit complete, il reste a justifier comment mettre sur
les états des automates construits le marquage utilisé dans certains des cas de la construction.

9.4.6 Marquage des états

Pour pouvoir construire 'automate associé a o dans le cas ol o satisfait la condition 1H1-+

de la figure 9.10, il faut savoir marquer, dans ’automate associé a T’ = et ,

A
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I’état g tel que I'automate qui se trouve apres g pour 'ordre induit par le sens des transitions est
A(S).

Si &1 (qui représente un épi montant) est de taille au moins 5, £* est une permutation simple
qui n’est pas un quasi-épi, et A(T") est donné par la figure 9.19 (le T' de la figure désigne S ici). Il
est alors facile de marquer 1’état initial de A(S) dans A(T).

Si &1 est de taille 4, il est possible que T satisfasse la condition C. Si ca n’est pas le cas, on
conclut comme au-dessus. Si au contraire T satisfait C, on suppose d’abord que |S| > 3. L’automate
A(T) est alors donné par la figure 9.20, et le marquage de I’état initial de A(S) dans A(T") est le
méme que dans le cas précédent.

Reste le cas ou £ est de taille 4, ou la condition C est satisfaite, et ou |S| = 2. Dans ce cas, T
est une permutation de taille 5, et on construit facilement un automate déterministe dont la taille
est une constante, qui reconnait le langage des % pour les mots d’épingles v associés a T', et ou
on marque un état ¢ tel que 'automate qui se trouve apres g pour 'ordre induit par le sens des
transitions est A(S).

En dehors de ce cas, on remarque que dans la construction précédente, seuls les automates cor-
respondant a des permutations de racine linéaire ont besoin d’avoir certains de leurs états marqués.
Plus précisément, si 7" est un arbre de racine linéaire (sans perte de généralité, de racine @), il faut
savoir marquer au plus deux états.

Lorsque le fils de T' le plus a gauche est une feuille, si on note 7" I’arbre T privé de cette feuille,
il faut savoir marquer dans 'automate A(7") I’état g tel que 'automate qui se trouve apres ¢ pour
Pordre induit par le sens des transitions est A(7T”). Sur les figures 9.17 et 9.18, qui sont les seuls
cas possibles pour un arbre T' de racine @, ces états sont indiqués par g;. Leur marquage est donc
immédiat.

De méme, lorsque le fils de T le plus & droite est une feuille, si on note 7" ’arbre T' privé de
cette feuille, il faut savoir marquer dans 'automate A(T') I’état g tel que 'automate qui se trouve
apres g pour 'ordre induit par le sens des transitions est A(7"). Ces états correspondent aux états
g2 sur les figures 9.17 et 9.18, et leur marquage est immeédiat.

On propage récursivement ce marquage, lorsque la construction des automates est récursive.
Ceci permet de pouvoir faire des branchements “a profondeur 2” comme dans le cas de la condition
2H3 (ou on repére non seulement ’état initial de A(S) mais aussi les états initiaux de A(T'Ua) et
de A(T'UD)).

Le temps nécessaire au marquage est constant a chaque étape, et donc ne vient pas modifier la
complexité annoncée pour la construction de A,.

9.4.7 Assemblage de ’automate

On revient a la classe C, donnée par sa base B de motifs exclus, qui est finie, et on considere
lensemble B’ des permutations de B qui sont des permutations en épingles (déterminé en temps
O(k -n?), comme expliqué au paragraphe 9.4.1). On rappelle que n désigne la taille maximale d’un
motif 3 € B, et k le nombre de motifs dans B.

Pour chaque 3 € B, on peut construire comme expliqué ci-dessus 'automate Az qui reconnait le

langage des ¢(uM)p(u®) ... ¢(ul)) pour les mots d’épingles u associés & 3 dont la décomposition
en facteurs forts suivant un chiffre est © = uMwu? .. w0, Le temps total pour cette construction
est O(k - n?).

On rappelle que pour tout mot d’épingles u dont la décomposition en facteurs forts suivant
un chiffre est v = uMu® . w0 Lu) = B - (D) - T - p(u?) - T* ... 2. p(uld)) - T, on
Y ={L,R,U,D}.

—

Pour transformer Az en un automate qui reconnait Uy, codant £ (1), il suffit donc d’ajouter des
boucles * sur les états qui correspondent & la fin de la lecture d’un facteur ¢(u(”) et au début de
la lecture du facteur ¢(ul*+t1)) qui suit.
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L’étude qui précede montre que les états de ’automate sur lesquels ces boucles doivent figurer
sont

— les états appartenant & deux automates A1 et AG), y compris a l'intérieur des automates

Aldouble) (en remplacant A ou A®) par A7) sur les figures 9.17 et 9.18,

— et I’état initial de A(T) sur les figures 9.19, 9.20 et 9.21.

Le point dont il faut se convaincre est que ces boucles sont suffisantes méme vis-a-vis des
transitions qui sont ajoutées autour de la structure principale des automates (dans Aldouble) 5
partir des états gris de la figure 9.18, ou sur la figure 9.20 par exemple). Aucun de ces cas ne
présente de difficulté, et les détails sont omis ici.

L’ajout de ces boucles ne préserve évidemment pas le déterminisme des automates, mais en
appliquant la technique de A. Aho et M. Corasick dans [AC75] (qui étend 'algorithme de Knuth-
Morris-Pratt), on peut ajouter des transitions de maniére déterministe a I’automate, de sorte que le
langage reconnu soit le méme que pour I'automate A avec les boucles requises. Le temps nécessaire
A cette construction est linéaire en la taille de Pautomate (voir [AC75]), et donc en O(n3) pour
chaque 3 € B'.

Pour chaque motif 3 € B’, on dispose donc d’un automate déterministe, noté .Aﬁﬁ, construit
—
en temps O(n?), dont la taille est aussi en O(n?), et qui reconnait Uy codant s£(u). D’apres le

-
théoreme 9.55, pour obtenir un automate qui reconnaisse les ¢(w), pour les mots d’épingles stricts
w qui codent une permutation en épingles propre dont § est motif, il suffit de faire I'intersection

«—
avec le langage {¢(w) | w mot d’épingles strict}. Ce langage est celui des mots de longueur au moins
P

2 sans facteur dans {UU,UD, DU, DD, RR, RL, LR, LL}, et son intersection avec Uy, codant gL (%)
est obtenue comme produit de Aﬁg avec 'automate de droite sur la figure 9.13. Cette opération
ne change donc pas l'ordre de grandeur de la taille de 'automate. La construction de produit
d’automates permet aussi d’en préserver le déterminisme.

On fait ensuite 'union des automates A% g pour 3 € B'. On utilise une construction de produit
pour réaliser I'union, de sorte a conserver des automates déterministes. Le temps nécessaire a cette
opération est O((n?)¥), et O((n3)k)ﬁt_aussi la taille de I'automate obtenu, noté Ap. L’automate

Ap est déterministe et accepte les ¢(w) pour les mots d’épingles stricts w qui codent une permu-
tation en épingles propre dont au moins un 3 € B’ est motif, c’est-a-dire qui n’appartiennent pas a
C.

Il suffit alors de complémenter Ag/, et de faire 'intersection avec l'automate des mots de
longueur au moins 2 sans facteurs dans {UU,UD, DU, DD, RR, RL, LR, LL}. Le coit de cette
opération est linéaire en la taille de I’automate, donc de 'ordre de (’)(n3k). L’automate obtenu est
de taille O(n3).

Ce dernier automate A%, accepte les m—) pour les mots d’épingles stricts w qui n’appartiennent
pas & Uy codant geB L£(u), c’est-a-dire pour les mots d’épingles stricts w qui codent une permutation
en épingles propre dont aucun 3 € B’ n’est motif, c’est-a-dire qui appartiennent a C.

Comme toute permutation en épingles propre admet au moins un codage par un mot d’épingles
strict, et qu’il y a au plus 32 mots d’épingles stricts qui codent une permutation en épingles propre,
le langage reconnu par Ajp, est fini si et seulement s’il y a un nombre fini de permutations en
épingles propres dans la classe C.

On termine par la recherche d’un cycle accessible et co-accessible dans A%, : un tel cycle existe
si et seulement si le langage de 'automate est infini si et seulement si C contient un nombre infini
de permutations en épingles propres. Cette recherche est linéaire en la taille de A%, de sorte que
la complexité totale de 1’algorithme donné ici est O(n?*).

En remettant cet algorithme dans son contexte (décrit en détail au paragraphe 9.1.2), on peut
donc conclure que :

Théoréme 9.60. Etant donnée une classe de permutations C, décrite par sa base finie B de motifs
exclus, si on note n la taille mazximale d’un motif dans B et k le nombre de motif de B, ’algorithme
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présenté dans ce chapitre permet de tester si C contient un nombre fini de permutations simples en
temps O(n>k).

Il faut remarquer cependant que cet algorithme ne permet pas de calculer les permutations
simples qui appartiennent a C, dans le cas ou leur nombre est fini.

9.4.8 Cas particulier des classes fermées par produit de substitution

On termine ce chapitre en proposant une variante plus simple de cet algorithme dans le cas
particulier des classes fermées par produit de substitution. L’algorithme ainsi modifié a une meilleure
complexité : il fonctionne en temps O(n?), n désignant la somme des tailles de motifs de la base.

On rappelle que les classes fermées par produit de substitution sont caractérisées au théoreme
2.64 comme celles dont tous les motifs exclus sont des permutations simples, et que les mots
d’épingles qui codent une permutation simple sont tous stricts ou quasi-stricts (remarque 9.8). La
relation u < w a été étudiée en détails au paragraphe 9.3 lorsque w est strict ou quasi-strict, ce qui
permet d’établir les résultats qui suivent.

Lemme 9.61. Une classe de permutations fermée par produit de substitution S(B) contient des per-
mutations en épingles propres arbitrairement longues si et seulement s’il existe des mots arbitraire-
ment longs sur l'alphabet {L, R,U, D} qui évitent l’ensemble de facteurs UgepE(3)U{LL,LR, RR,
RL,UU,UD,DD,DU}.

Démonstration. S(B) contient des permutations en épingles propre arbitrairement longues si et
seulement s’il existe des permutations en épingles propres arbitrairement longues qui n’ont pas de
motif dans B. D’apres le théoreme 9.58, ceci est encore équivalent au fait qu’il existe des mots
d’épingles stricts w arbitrairement longs tels que ¢(w) évite I'ensemble de facteurs UgepE(f3),
c’est-a-dire a ce qu’il existe des mots arbitrairement longs sur I'alphabet {L, R,U, D} qui évitent

I'ensemble des facteurs UgegE () U{LL, LR, RR, RL,UU,UD,DD,DU}. O

Théoréme 9.62. Soit S(B) une classe de permutations fermée par produit de substitution ayant
une base finie. Alors il existe un algorithme qui décide en temps O(n?) ou n = > pen B si cette
classe contient un nombre fini de permutations simples.

Démonstration. D’apres le lemme 9.17, on peut traiter séparément les permutations en chevron
simples, les permutations paralleles et les permutations en épingles propres. Les permutations par-
alleles et les permutations en chevron simples peuvent étre traitées en temps O(nlnn) comme
expliqué dans la conséquence 9.21.

Pour le cas des permutations en épingles propres, une premiere étape en O(n?) (voir la remarque
9.25) consiste a déterminer les motifs de la base B qui sont des permutations en épingles, et a calculer
les mots d’épingles correspondants. C’est en fait cette étape dont la complexité en temps est la plus
grande.

On utilise ensuite le lemme 9.61 : décider s’il existe des mots arbitrairement longs sur 'alphabet
{L,R,U, D} qui évitent un ensemble fini de facteurs peut se faire en temps linéaire (en la somme
des tailles des facteurs, soit ici en O(n)), en utilisant ’algorithme de A. Aho et M. Corasick [ACT5]
pour construire un automate déterministe et complet. Alors il reste a tester si 'automate comporte
un cycle ne contenant pas d’état final. Cette étape est aussi linéaire. ]
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Conclusion et perspectives

Pour conclure ce travail, on propose quelques perspectives et questions ouvertes relatives aux
différents problemes abordés. Ces développements sont regroupés par parties de la these.

Dans la continuité de la partie II, qui traite du probleme N P-difficile de la recherche de motif
dans les permutations, on doit évidemment envisager la question suivante : la recherche d’un motif
de taille k£ dans une permutation de taille n peut-elle étre résolue par un algorithme FPT, c’est-
a~dire de complexité O(f(k)P(n)), ou P est un polynéme et f une fonction quelconque? Un tel
algorithme permettrait de concentrer tout le caractere exponentiel du probleme sur le motif de
taille k, la valeur de k étant supposée d’ordre inférieur a n pour une utilisation pratique.

La forme privilégiée d’un algorithme qui aurait cette complexité est la composée de deux étapes
successives : la premiere consiste en un prétraitement du motif de taille k, dont la complexité n’est
pas nécessairement polynomiale, et la seconde est un algorithme polynomial en n résolvant, a partir
des données calculées dans la premiere phase, le probleme d’occurrence de motif. Des algorithmes
qui suivent ce schéma sont trés souhaitables par exemple dans le contexte des bases de données, ou
on veut pouvoir tester une méme requéte (correspondant au motif) sur un grand nombre d’entrées.

La question de I'existence d’un algorithme FPT pour le probleme de la recherche de motif dans
les permutations est ouverte depuis plusieurs années maintenant, et aucune réponse générale n’a
pour 'instant été apportée. Des réponses partielles ont été obtenues en donnant des algorithmes
polynomiaux en n et k, lorsque sont introduites des restrictions a des classes de permutations :
restriction par la classe des permutations séparables dans la partie II, puis récemment restriction
par la classe S§(321) dans [GV].

La partie II utilise les arbres de décomposition pour développer des algorithmes de complexité
légerement meilleure que les procédures naives : méme si cela n’apparait pas explicitement dans
la these, un élargissement de ’algorithme de Bose, Buss et Lubiw [BBLI8] utilisant les arbres de
décomposition au lieu des arbres de séparation (de la méme fagon que le paragraphe 4.3 étend
le paragraphe 4.2) fournit un algorithme pour la recherche d’un motif o de taille & dans une
permutation de taille n, dont la complexité n’est plus de 'ordre de n¥F mais plutot de n?, d étant
I’arité maximale d’un nceud premier dans 'arbre de décomposition de . On peut s’interroger sur
une utilisation des arbres de décomposition pour trouver un algorithme FPT résolvant le probleme
de recherche de motifs dans les permutations, ou au contraire pour démontrer qu’un tel algorithme
n’existe pas.

Concernant la partie I, la nature des perspectives ouvertes par les deux chapitres 6 et 7 est
tres différente.

Pour le chapitre 6, consacré a une étude combinatoire du modele de duplication en tandem avec
perte aléatoire, on signale les travaux de J.-L. Baril et R. Vernay dans [BV], qui étendent ce principe
d’analyse combinatoire, avec le point de vue des classes de permutations, a un modele d’évolution
des génomes plus général : le modele de duplication miroir avec perte aléatoire. On pourrait en-
visager que d’autres modeles pour 'évolution des génomes admettent aussi des caractérisations
des permutations obtenues apres p étapes d’évolution comme classe de permutations. Dans ces
modeles, il est souhaitable que les informations combinatoires obtenues, couplées avec un retour
aux motivations biologiques, puissent étre utilisées pour raffiner les modeles ou leur analyse.
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Pour le chapitre 7, qui étudie le modele du tri parfait par renversements, la confrontation avec des
données réelles semble étre possible a plus court terme. Une possibilité en ce sens serait d’utiliser
I’étude des permutations séparables dans ce contexte pour détecter des zones du génome dont
I’évolution n’est pas aléatoire, et qui correspondraient & des sous-arbres sans nceuds premiers des
arbres de décomposition. On peut aussi proposer plusieurs développements théoriques a ce travail.
D’abord, et toujours avec une motivation bio-informatique, on pourrait étendre une analyse de ce
type aux arbres des intervalles communs d’un ensemble de d > 3 permutations. On peut aussi
se demander dans quelle mesure la précision du travail sur les permutations séparables peut étre
étendue aux arbres possédant un unique nceud premier, éventuellement d’arité fixée. Enfin, les outils
de combinatoire analytique employés pour I’étude des permutations séparables devraient permettre
d’obtenir des résultats encore plus précis : par exemple, I’étude des moments d’ordre 2 autoriserait
a mesurer & quel point le nombre de renversements et leurs tailles sont concentrés (ou au contraire
ne le sont pas) autour de leur valeur moyenne.

Les contributions de la partie IV sont relatives principalement aux permutations en épingles.
Depuis leur récente définition, ces permutations ont été utilisées dans d’autres travaux [Bri07, Bria,
ARS], et la description précise de cette classe, ainsi que les outils employés pour 'obtenir, sont
autant d’outils supplémentaires pour 'utilisation des permutations en épingles dans des travaux
futurs.

La principale question ouverte par la partie IV ne concerne cependant pas les contributions
apportées par cette these, mais le contexte général de cette étude. En effet, grace aux travaux de
[BRV08] améliorés par le chapitre 9, on dispose d’un algorithme polynomial testant si une classe C
contient un nombre fini de permutations simples. Pour pouvoir utiliser la méthodologie de [AA05]
autorisant a calculer la série génératrice (toujours algébrique) d’une telle classe C, encore faut-il
étre capable de déterminer quelles sont les permutations simples de C. Pour le moment, on n’a pas
de meilleure solution que la procédure naive consistant & chercher les permutations simples de C
par taille croissante, et a s’arréter quand pour deux tailles consécutives il n’y a aucune permutation
simple dans la classe. La complexité désastreuse de cette méthode pose donc la question de la
conception d’un algorithme plus efficace calculant les permutations simples d’une classe qui en
possede un nombre fini.

Deux autres développements possibles de la méthode exposée dans [AA05] pour Iétude des
classes contenant un nombre fini de permutations simples sont 1'utilisation de techniques de combi-
natoire analytique, pour obtenir davantage de propriétés sur ces classes, et la génération aléatoire
de permutations dans une classe, en particulier par la méthode de Boltzmann.

Le premier point s’adresse dans un premier temps aux classes fermées par produit de substitu-
tion, dont les arbres de décomposition sont tous ceux construits sur un ensemble de noeuds donnés.
Les techniques de combinatoire analytique développées dans [FS08], tres adaptées dans un tel cadre,
devraient permettre non seulement de calculer les séries génératrices, mais aussi d’en extraire le taux
de croissance de la classe, ou la valeur moyenne de certains parametres raffinant son énumération.
Dans un deuxieme temps, il est envisageable d’étendre 1'utilisation de ces techniques aux classes de
permutations en général, pas seulement celles qui sont fermées par produit de substitution.

Concernant la génération aléatoire de permutations appartenant a une classe, la connaissance
de sa série génératrice, et des équations qui ont conduit a son calcul fournissent le cadre idéal pour
lapplication de la méthode de Boltzmann (voir [Piv08] et ses références). Une premiere ébauche
d’un travail en ce sens a été entamé avec Carine Pivoteau, et il ne semble pas y avoir d’obstacle
majeur a la conception de générateurs de Boltzmann pour toutes les classes de permutations entrant
dans le cadre de I’étude de [AA05].

On termine en proposant des perspectives a plus long terme, que 'on peut voir comme pers-
pectives de la partie I, en ce sens qu’elles portent sur les objets étudiés (classes de permutations et
arbres de décomposition) en général, et non sur un point précis de leur étude.

248



La vision des classes de permutations a travers les arbres de décomposition a mis en évidence le
role crucial des permutations simples dans leur étude. Au dela des travaux de [AA05] qui relient la
série génératrice d’une classe a la série génératrice des permutations simples de cette classe, on peut
se demander quel est le role des permutations simples du point de vue énumératif. En particulier,
il est naturel de vouloir estimer la proportion de permutations simples dans une classe. On sait
(voir [AAKO3]) que cette proportion est e% pour ’ensemble de toutes les permutations. Mais a
l'intérieur d’une classe, les permutations simples semblent étre toujours (sur les exemples étudiés)
en proportion négligeable. Pour approfondir cette question, on pourrait s’interroger sur la définition
du taux de croissance des permutations simples dans une classe, sous la forme d’une racine n-eme
du nombre de permutations simples de taille n dans la classe, et sur la comparaison de ce taux de
croissance a celui de la classe complete.

Enfin, on propose un développement a tres long terme, qui envisage un retour de la décomposition
des permutations a celle des graphes. Les travaux présentés dans cette these sur la décomposition
par substitution des permutations peuvent-ils étre adaptés pour obtenir des résultats du méme
ordre dans le cadre de la décomposition modulaire des graphes? Une piste serait le développement
de techniques similaires a celles présentées dans 'introduction de la partie IV, pour prouver des
résultats de la forme “si une classe de graphes vérifie une propriété, alors une forme de structure est
mise en évidence”. On peut imaginer que des énoncés de ce type permettent de trouver dans certains
cadres des méthodes de calcul de la base (toujours finie) de mineurs exclus qui définit une classe de
graphes fermée par mineur. De fagon plus immédiate, on peut transposer directement le théoréeme
de [AAO05] dans le cadre des graphes, et s’interroger sur les propriétés satisfaites par les classes de
graphes contenant un nombre fini de graphes premiers, et sur les conséquences algorithmiques et
combinatoires qu’un tel résultat pourrait avoir.
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Chapitre 10

Séries génératrices ordinaires : un
outil pour la combinatoire
énumeérative
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La combinatoire analytique n’est pas au centre de cette these, mais on est amené a plusieurs
reprises a utiliser les outils qu’elle propose pour résoudre des problemes d’énumération. L’ouvrage
[FS08] de Philippe Flajolet et Robert Sedgewick expose les tenants et les aboutissants de la combi-
natoire analytique, et mon propos n’est pas ici de fournir une introduction générale a cette approche.
Je souhaite cependant donner, sous la forme d’une “boite a outils”, quelques techniques de base
de cette méthode, pour permettre aux néophytes d’appréhender les outils utilisés dans cette these,
et pour leur suggérer, a travers les résultats qu’on peut démontrer avec ces techniques simples, la
puissance de la combinatoire analytique dans ses développements plus approfondis.

Le principe au départ de la combinatoire analytique est de capturer I’énumération d’une classe
combinatoire dans une fonction (analytique), au moyen de la série génératrice associée a la classe.
Les séries génératrices sont des séries formelles, dont la structure algébrique traduit la structure
combinatoire des classes d’objets. Cependant, ces séries formelles peuvent étre vues comme des
fonctions d’une variable complexe (notée z dans cette annexe, parfois notée aussi ¢t ou x), qui
peuvent étre étudiées avec des techniques d’analyse complexe pour obtenir des résultats qui ont un
sens du point de vue combinatoire.

Les aspects analytiques sont présentés dans cette annexe comme des “boites noires” : les
résultats seront énoncés (dans un formalisme allégé), mais surtout on verra comment utiliser ces
résultats a des fins énumératives.
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Chapitre 10. Séries génératrices ordinaires : un outil pour la combinatoire énumérative

10.1 Définition et principes fondamentaux

On considere une classe combinatoire C, c’est-a-dire un ensemble d’objets pour lesquels on
dispose d’une notion de taille : la taille, notée |.| est une fonction de C dans N qui vérifie que pour
tout entier n, le nombre d’objets de taille n dans C est fini. On note alors C,, le sous-ensemble des
objets de taille n dans C, et ¢, le cardinal de C,.

Les propriétés énumératives de la classe C sont celles de la séquence d’énumération (cp)n>0.
Cette séquence d’énumération est capturée par la série formelle C(z), appelée série génératrice de
la classe C :

C(z) = ZZM = chz".

yeC n>0

La série C(z) donnée ci-dessus est la série génératrice ordinaire associée a la classe C. On
s’intéressera uniquement ici a ce type de séries génératrices, mais on mentionne pour mémoire qu’il
existe aussi des séries génératrices exponentielles, particulierement adaptées dans I’étude des objets
étiquetés, et définies par C(z) =}, 5 cn%.

Pour toute classe combinatoire C, la série génératrice C(z) associée est une série formelle, mais
on peut la considérer comme une fonction de la variable complexe z, dans un certain rayon de
convergence autour de origine. On peut alors étudier C'(z) en tant que fonction : description
d’équations satisfaites par C(z), calcul d'une formule close pour C(z), étude du comportement
asymptotique de C(z) a l'approche de ses singularités, ...L’idée de la combinatoire analytique est
d’utiliser ces propriétés de la fonction C'(z) pour obtenir des résultats combinatoires d’énumération
sur la classe C, en particulier pour le calcul exact ou I'estimation asymptotique des coefficients c¢,,.

Le transfert de propriétés de C(z) (en tant que fonction d’une variable complexe) aux coefficients
¢, de la série génératrice repose sur des résultats de ’analyse complexe. Il n’est cependant pas
nécessaire de connaitre ’analyse complexe pour wtiliser les techniques de la combinatoire analy-
tique : les méthodes basiques (les seules utilisées ici) peuvent étre utilisées comme des “boites
noires” transformant des propriétés de la série C'(z) en propriétés de ses coefficients ¢,. L’ouvrage
[FS08] justifie bien sir ces résultats, mais propose aussi les “boites noires” dont il est question, sous
la forme de tableaux de correspondance entre propriétés de C(z) et propriétés des coefficients c,,.

Dans tout ce chapitre, les définitions et méthodes présentées seront illustrées par ’exemple
d’une classe combinatoire : celle des chemins de Dyck. Les exemples correspondants seront indiqués
entre les symboles > et <.

Définition. Un chemin de Dyck est un chemin du plan, commengant en (0,0), composé de pas
montants (1,1) et de pas descendants (1, —1), ne passant jamais sous ’axe des abscisses, et termi-
nant en un point d’ordonnée 0.

Une conséquence immédiate de cette définition est qu'un chemin de Dyck est composé d’un
nombre pair de pas, noté 2n, dont une moitié sont montants et I’autre moitié sont descendants.
L’entier n est appelé demi-longueur du chemin.

Fi1c. 10.1 — Un chemin de Dyck de demi-longueur 5.

Les chemins de Dyck sont en fait une représentation graphique des mots de parenthéses, les
parentheéses ouvrantes (resp. fermantes) correspondant aux pas montants (resp. descendants).
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10.2. Classes décomposables et méthode symbolique

A tout pas montant, on peut associer son pas descendant de la méme facon qu’on associe sa
parenthese fermante a une parenthese ouvrante dans un mot de parentheses. Par exemple sur la
figure 10.1 le premier pas (montant) est associé au huitieme (descendant), le deuxieme pas (montant)
est associé au troisieme (descendant) ...

> Exemple [Chemins de Dyck]. La notion de taille usuelle sur la classe combinatoire des
chemins de Dyck est la demi-longueur. On notera D la classe des chemins de Dyck, D,, ’ensemble
(évidemment fini) des chemins de Dyck de taille n, et d,, le cardinal de D,,. La série génératrice
associée a la classe des chemins de Dyck est

Z = Z dp2".

~eD n>0

<

11 est bien connu que les chemins de Dyck sont énumérés par les nombres de Catalan (séquence

[A000108] dans [Slo07]) :
1 2n
d, = Cat(n) = n+1<n>'

Cependant, on ne prendra pas ce résultat pour acquis, et on va voir comment appliquer les tech-
niques de la combinatoire analytique a la classe des chemins de Dyck pour obtenir des propriétés
énumératives de cette classe.

10.2 Classes décomposables et méthode symbolique

Une famille de classes combinatoires pour lesquelles 1'utilisation des séries génératrices est par-
ticulierement adaptée est la famille des classes décomposables.

Les classes décomposables sont celles construites (ou décrites) a partir d’objets vides (de taille
0) et d’atomes (objets de taille 1), et avec des opérations sur les classes, faisant intervenir aussi bien
la classe C considérée que d’autres classes elles aussi décomposables. Parmi les opérations classiques
sur les classes, on peut citer le produit cartésien, I'union disjointe, les opérations de séquence, de
pointage, de substitution, ... auxquelles s’ajoutent des opérateurs de Polya comme le cycle, le
multi-ensemble, I’ensemble, ...

L’objet vide (I'unique objet de taille 0) est noté e.

L’atome (objet de taille 1, supposé unique) est noté Z.

Le produit cartésien A x B est 'opération usuelle qui consiste & considérer les couples (a,b)
d’éléments a € A et b € B. Par extension, on peut aussi considérer les k-uplets d’éléments de
A1, Ag, ... A, pour toute valeur de k > 2 fixée.

L’union disjointe AW B peut étre envisagée (comme attendu) sur des ensembles disjoints, mais
aussi sur des ensembles non disjoints : cela revient a faire 'union disjointe (au sens classique) de
deux copies A’ de A et B” de B, 'appartenance d’un objet & A ou & B étant alors distinguée par
un suffixe (' pour les éléments de A et ” pour ceux de B sur cet exemple).

La séquence (ou suite) Seq(A) associée a une classe A n’est définie que lorsque A ne contient
pas 'objet vide (€¢). C’est la classe formée de toutes les suites finies d’éléments de A, c’est-a-dire
de tous les k-uplets d’éléments de A, pour toutes valeurs entiéres de k£ > 0. En particulier, Seq(.A)
contient
I'objet vide € (suite de 0 élément de A),

— la classe A (pour k = 1),
— le produit cartésien A x A (lorsque k = 2),
~AXxAXA, ...
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Chapitre 10. Séries génératrices ordinaires : un outil pour la combinatoire énumérative

et plus généralement A* = A x A x ... x A pour tout k > 0.
k
Plus précisément, Seq(.A) est 'union disjointe (ici infinie) de tous les A*¥ pour k € N.

Le pointage A® d’une classe A est utilisé dans le cas ot A ne contient pas d’objet vide (€). Tout
élément de A est alors formé a partir d’atomes combinés entre eux. Le pointage d’un objet v € A
consiste a particulariser (ou marquer, ou pointer) 'un de ces atomes. La classe A® est obtenue en
considérant tous les pointages possibles de tous les objets de A. Pour tout objet v de A, le nombre
d’objets de A® qu’il génere est égal au nombre d’atomes dans 7, c’est-a-dire a |7].

La substitution A o B d’une classe B dans une classe A consiste a remplacer chacun des atomes
d’un objet de A par un élément de la classe B, de taille quelconque. Dans la définition de A o B,
on supposera que la classe B ne contient pas d’objet vide (¢).

Remarque. Dans le chapitre 8 (page 201), on substitue un élément d’une classe B dans un unique
atome d’un objet d’une classe A (en 'occurrence une séquence d’au moins deux éléments), cet atome
ayant été marqué au préalable par I'opération de pointage. Cette opération est moins standard, mais
tout a fait admissible dans ce contexte.

> Exemple [Chemins de Dyck]. On peut donner une description récursive des chemins de Dyck
comme suit : un chemin de Dyck est soit le chemin vide (noté -), soit commence par un pas montant.
Dans ce cas, on repere le pas descendant associé. Cette paire de pas forme un atome, et délimite
deux chemins de Dyck : 'un entre les deux pas, I’autre apres le deuxieme.

D:-L+J = eW(Z,D,D)

La classe D est décomposable et la décomposition qui en est proposée ci-dessus utilise seulement
un objet vide, un atome, et récursivement la classe D, avec les opérations d’union disjointe et de
produit cartésien.

<

Pour passer aux séries génératrices, il faut définir la taille d’un objet d’une classe C obtenue par
chacune des opérations ci-dessus a partir des tailles des objets qui le composent. Cette définition est
cohérente avec le principe que la taille d’un objet est égale au nombre des atomes qui le composent.
Ici, les notions de tailles dans plusieurs classes cohabitent. Pour lever I'ambiguité, on utilise la
notation |.|¢ pour indiquer la taille d’un objet dans la classe C. Ainsi,

[7lasiyeA
17l st~y € B,
pour tout v = (o, 8) € AWB, on a |y| = |a]a + |65,

pour tout v € AW B, on a |y| = {

pour tout v = (cu, .., ax) € Seq(A), on a || = arla+ ... + |arla,

pour tout v* € A® obtenu a partir de v € A, on a |v*| = |y 4,

pour tout v € A o B obtenu par substitution de k objets fi,...,0r dans un objet de A de
taille k, on a |y| = [Bi[s + ... + |Bk|s-

La méthode symbolique est un mécanisme formel qui offre une traduction directe des cons-
tructions combinatoires décrivant les classes décomposables en équations satisfaites par leur séries
génératrices. Pour le cas des séries génératrices ordinaires, et pour quelques unes des opérations
classiques, cette correspondance est résumée par le tableau suivant.
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10.2. Classes décomposables et méthode symbolique

Opération Sur les classes combinatoires | Sur les séries génératrices
Union disjointe AdB A(z) + B(z)
Produit cartésien AxB A(z) - B(z)
Séquence Seq(A) 17114(@

Pointage A* o agiZ)
Substitution AoB A(B(z))

A ce tableau, il faut ajouter les cas des objets de base (objet vide et atome) utilisés dans la
description des classes décomposables :

Objets de base | Sur les classes combinatoires | Sur les séries génératrices
Objet vide € 1
Atome Z z

Démonstration. On démontre a titre d’exemple que les équations sur les séries génératrices traduisent
bien les décompositions des classes combinatoires, pour les opérations de produit cartésien et de
pointage.

On considere donc deux classes A et B, et la classe C = A x B. On note A(z) = > apz",
B(z) = Y bpz™ et C(z) = > cp2™ les séries génératrices qui leur sont respectivement associées.
Par définition du produit cartésien, on a ¢, = ZZ:O apbn—p. Ainsi,

CE) =Yt = 33 (0 P) by ) = S (ap2") - 3 (0,27 = A(2) - B(2).

n>0 p=0 n>0 p=0 p>0 q>0

On considere une classe A qui ne contient pas €, et dont la série génératrice s’écrit donc A(z) =
5 _ n s T s e
> eA 2N = > n>10n2". Par définition, la série génératrice de la classe pointée A® est

5 hlah! = s = 23 nagen = s24E)

yeA n>1 n>1

O

Pour une classe décomposable, en appliquant la méthode symbolique on obtient donc une
équation (ou un systeme d’équations) dont la série génératrice de la classe est solution.

> Exemple [Chemins de Dyck]. L’équation décrivant la structure des chemins de Dyck se traduit
sur les séries génératrices en
D(z) =1+ z-D(2)°

<

Dans les cas les plus favorables, ces équations permettent de trouver des relations de récurrence
sur les coeflicients ¢, de la série génératrice, que ’on peut résoudre pour donner une forme explicite
des ¢y, et ainsi obtenir une énumération explicite de la classe C.

> Exemple [Chemins de Dyck]. De I’équation D(z) = 1 + z - D(2)?, on déduit que
) n—1
Y odn =1+ 2() dnz") =14 () didn_i1)2",
n>0 n>0 n>1 i=0

et donc on a I’équation de récurrence d,, = Z:‘L:_ol did,_;—1 dés que n > 1, et la condition initiale
do = 1. Cette équation de récurrence caractérise bien les nombres de Catalan.
<
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Dans d’autres cas légérement moins favorables (mais beaucoup plus nombreux), on peut extraire
des équations satisfaites par C(z) une formule close pour C(z), considérée & présent comme fonction
de la variable z.

L’équation satisfaite par C(z) peut admettre plusieurs solutions formelles. Un moyen pour
déterminer laquelle de ces solutions correspond a la série génératrice C'(z) cherchée est de considérer
la valeur (ou la limite) de chaque solution en z = 0. Cette valeur (ou limite) doit par définition
de la série génératrice étre égale a cg, c’est-a-dire au nombre d’objets de taille 0 dans la classe C.
Dans le cas (observé dans tous les exemples traités dans cette thése) ou une seule des solutions
de I’équation satisfait cette contrainte, on obtient une formule close pour I'expression de la série
génératrice C'(z) en tant que fonction de z.

> Exemple [Chemins de Dyck]. L’équation satisfaite par la série génératrice D(z) associée aux

chemins de Dyck est une équation du second degré, qui admet deux solutions : 1+ ”21;42 et 1= 3;42 .
La premiere a une limite infinie en 0, et la seconde tend vers 1 = dgy lorsque z tend vers 0. On en
déduit donc une formule close pour la série génératrice de la classe des chemins de Dyck :

1—+v1—-4z
2z '

D(z) =
<

Le paragraphe suivant montre comment la donnée d’une formule close pour la fonction C(z) per-
met d’obtenir des résultats d’énumération (non plus exacts mais asymptotiques) sur les coefficients
cn, de la série génératrice.

10.3 Analyse de singularité et évaluation asymptotique

Une fois obtenue une formule close pour la série génératrice C'(z) d’une classe C, on veut revenir
a des propriétés énumératives, c’est-a-dire des propriétés sur les coefficients (¢,,). Pour ce faire, on
emprunte le chemin qui consiste a analyser C'(z) en tant que fonction de la variable complexe z.

On note habituellement [2"]C(z) le coefficient de z™ dans C(z), c’est-a-dire [2"|C(z) = cp.

Les séries génératrices correspondent a des fonctions réguliéres (c’est-a-dire analytiques ou holo-
morphes) dans un disque de convergence autour de l'origine 0 du plan complexe.

Des irrégularités apparaissent quand on s’éloigne de l’origine : ce sont des singularités des fonc-
tions considérées. Les séries génératrices ayant toujours des coefficients positifs (par définition),
leurs singularités correspondent a des valeurs réelles de la variable z situées sur le rayon de con-
vergence. Il s’agit en pratique des valeurs réelles pour lesquelles la formule close obtenue pour
C(z) passe d’un intervalle de réels ou elle est définie a un intervalle ou elle n’est pas définie. Ces
singularités s’appellent des singularités dominantes.

> Exemple [Chemins de Dyck]. La fonction D(z) = @ n’est pas a proprement parler
définie en 0, mais possede en 0 une limite finie (& savoir 1). On peut donc étendre la définition de
D(z) en 0 par D(0) = 1. La fonction D(z) est alors analytique dans le disque de rayon 1 centré en
Iorigine.

Pour les valeurs réelles de la variable z, la fonction D(z) n’est définie que pour z < i. Ainsi,
1

D(z) possede une singularité dominante en z = 7.

<

Dans ce bref apercu, on se place uniquement dans le cadre restreint ou la singularité dominante
est unique. On trouvera dans [FS08] les résultats concernant les cas avec plusieurs singularités
dominantes.
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La relation entre singularités et coefficients d’une série génératrice réside dans le fait que la
singularité dominante détermine le comportement asymptotique des coefficients, et ce par deux
aspects.

— D’une part, la valeur réelle de la variable z qui conduit a la singularité dominante donne le

facteur exponentiel des coefficients ¢,, = [2"]C(z).

— D’autre part, la nature de cette singularité donne le facteur sous-exponentiel de I’'équivalent

asymptotique de ¢, = [2"]C(z2).

Pour le premier point, si la singularité dominante est obtenue pour la valeur z = 1/a avec
a > 1, alors un équivalent asymptotique du coefficient [2"]C(z) lorsque n — +oo est de la forme
a™P(n), ou P(n) est une fonction de n, dominée par un polynoéme en n, et qu’il reste & déterminer.

Le second point explicite la fonction P(n) selon la nature de la singularité dominante. On calcule
pour cela un équivalent asymptotique de C'(z) a Papproche de sa singularité dominante, et la forme
de cet équivalent donne P(n). Dans les cas résolus dans [FS08], P(n) est de la forme a - n? - log(n)*
pour un réel a, un nombre rationnel d et un entier relatif k.

Les résultats qui permettent de passer d'un équivalent asymptotique de C(z) & I'approche de
sa singularité dominante & un équivalent asymptotique des coefficients ¢, = [2"]C(z) lorsque la
taille n des objets tend vers +o0o sont connus sous le nom de propriétés de transfert. Ces propriétés
correspondent aux théoréemes VI.1 et VI.2, pages 381 et 385 de [FS08]. Ala page 394 du méme
ouvrage, la figure VI.7 donne les cas les plus fréquents d’utilisation de ces propriétés de transfert.
Cette theése ne fait usage des propriétés de transfert que dans deux cas, résumés par 'extrait suivant
de la figure VI.7 de [FS0§] :

Nature de la singularité dominante | Coeflicients de la série génératrice

C(z) ~ liz cn~1

C(z) ~vV1—=2 CnN2_13

™

> Exemple [Chemins de Dyck]. La série génératrice des chemins de Dyck obtenue plus haut est
D(z) = @. La singularité dominante est obtenue pour z = 1/4. L’équivalent asymptotique
de d,, = [2"]D(z) est donc de la forme 4" P(n).

Lorsque z — 1/4, un équivalent asymptotique de D(z) est 2 — 2/1 — 4z. La singularité domi-
nante est donc du type /1 — z, et par les propriétés de transfert on obtient donc I’équivalent suivant
pour d,, lorsque n — +o0 :

-1 4n

™3 ™3

dp ~ 4" x (=2) -
2
<
L’analyse de singularité, associée aux propriétés de transfert, est donc un moyen de trouver des
propriétés asymptotiques sur la séquence d’énumération, a partir de la série génératrice.
10.4 Séries bivariées et espérance de parametres

Un raffinement des séries génératrices ordinaires consiste a considérer des séries génératrices
bivariées, ou les objets ne sont plus seulement énumérés en fonction de leur taille, mais aussi en
fonction de la valeur d’un second parametre. Les techniques d’analyse de singularité permettent
alors de calculer la valeur moyenne (ou espérance, ou moment d’ordre 1) du parametre en question,
et ses moments d’ordre supérieur (donnant acces entre autre a la variance du parametre considéré).
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De la méme facon que la variable z “compte” la taille des objets dans une série génératrice
ordinaire, on introduit dans une série génératrice bivariée une seconde variable, appelée variable
catalytique et souvent notée u, qui “compte” le parametre auquel on s’intéresse. La série génératrice
bivariée associée a la classe C et a un parametre P est alors définie par

C(z,u) = Z cnpul 2",
n,p>0
ol ¢y p est le nombre d’objets de C de taille n pour lesquels le parametre P considéré prend la
valeur p.

> Exemple [Chemins de Dyck]. Un parametre que ’on peut analyser pour la classe D des chemins
de Dyck est le nombre de retours d’un tel chemin sur ’axe z = 0.
Dans ce cas, la série génératrice bivariée D(z,u) est D(z,u) =3, ~qdnpuP2", dy,p désignant
le nombre de chemins de Dyck de demi-longueur n qui reviennent p fois sur ’axe des abscisses.
<

Comme pour les séries génératrices ordinaires, dans le cas des classes décomposables, la structure
de ces classes permet d’écrire des équations satisfaites par les séries génératrices bivariées. Il est
cependant parfois nécessaire de remplacer I'une des variables v ou z par 1, par zu, ...

> Exemple [Chemins de Dyck]. La décomposition des chemins de Dyck donnée page 256 justifie
Péquation suivante sur D(z,u) :

D(z,u) =1+ zu-D(z,1)- D(z,u).

En effet, si on considere un chemin de Dyck obtenu en composant deux chemins Dy et Ds, qui
ont respectivement ni et ng retours a zéro, le nombre de retours a zéro du chemin obtenu est 1+ ng
(et en particulier ne dépend pas de ny).

<

Lorsque I’équation satisfaite par la série génératrice bivariée considérée fait intervenir seulement
C(z,u) et C(z,1), on peut utiliser la méthode du noyau par calculer une formule close pour C(z, u).
Elle consiste & calculer d’abord une formule close pour C(z,1) en remplagant u par 1 partout dans
I’équation, puis a réinjecter le résultat obtenu dans 1’équation satisfaite par C'(z,u), et enfin a isoler
C(z,u) pour en obtenir une forme explicite.

> Exemple [Chemins de Dyck]. L’équation D(z,u) = 14 zu- D(z,1)- D(z,u) constitue un cadre
idéal pour I’application de la méthode du noyau.

En remplacant d’abord u par 1, on obtient I'équation D(z,1) = 1+ 2D(z,1)?, soit précisément
I’équation satisfaite par D(z) dans le paragraphe sur les séries génératrices ordinaires. On déduit

donc que D(z,1) = 1=v1=4z V21z742.

En injectant la forme close obtenue pour D(z, 1), on aboutit a I’équation suivante, dont la seule

inconnue est D(z,u) :
1—-—+v1-4z2

D(z,u) =1+ zu- 5,

D(z,u).
Sa résolution donne immeédiatement

2 2—u—uy1—4z

D(z,u) = =
(z,u) 2 —u+uy1l—4z 2 — 2u + 2u2z

<

Remarque. Le fait qu’on retrouve I’équation satisfaite par D(z) lorsque 1’on remplace u par 1 n’a
rien d’une coincidence. De fagon générale, pour toute classe combinatoire C, on a C(z) = C(z,1).
La raison en est que, par définition, ¢, = Zp Cn,p-
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En suivant sa définition, on peut exprimer la valeur moyenne (c’est-a-dire ’espérance) du
parametre P sur les objets de taille n par la formule suivante, faisant intervenir la série C(z,u) :

Sy Penp [ j2Chz)
> p Cnp [2"]C(2,1)

Si on a pu trouver une formule close pour la série génératrice bivariée C(z,u) (que ce soit par
la méthode du noyau ou par une méthode spécifique a la classe considérée), alors on peut obtenir

une estimation asymptotique de E(P,,) en appliquant les techniques d’analyse de singularité et en
BC’(Z u)

E(Pn) =

utilisant les propriétés de transfert d’une part pour la fonction lu=1 et d’autre part pour

C(z,1).

( On) peut remarquer qu’une formule close pour C(z,u) est suffisante, mais pas nécessaire. On
peut se contenter d’exprimer seulement %M:l et C(z,1) en tant que fonctions de z. C’est ainsi
qu’on procede dans le chapitre 7 (pages 161 et 162).

On obtient alors des équivalents asymptotiques des deux quantités [2" ]60(2“ lu=1 = 2=, PCnp
et [2"]C(z,1) = ¢ = 3, cnp, et en faisant leur quotient, on déduit une estimation asymptothue
de la valeur moyenne du parametre P sur les objets de taille n quand n — +oo.

> Exemple [Chemins de Dyck]. On a vu au paragraphe précédent que

["D(2) = [2"]D(2,1) ~ —

lorsque n — +o0.

ﬁ
S
w

Il reste & analyser le comportement asymptotique de [2"] 8Da(i’“) lu=1, par analyse de singularité

puis en appliquant les propriétés de transfert.

OD(zu) _ 2—2+/1—-4z
ou T (2—utuy/1-42)2
‘ 2—2v1—4z 1*32+(2*1)\/1*4Z
ou w17 (141 —42)2 222 '

En dérivant, on obtient , et donc

8D(z u)

La singularité dominante de lu=1 correspond & z = i, et a 'approche de cette singularité,

on a : 8D
(Z “)\u L ~2—6yI— 4z

Avec les propriétés de transfert, on conclut que lorsque n — 400 on a :

0D(z,u) -1 4m
MO 4 % (—6) - ~3. .
1271 Ou o x(=6) 2V 3 ™n3

En quotientant, on conclut que le nombre moyen de retours sur I’axe des abscisses d’un chemin
de Dyck de taille n — 400 est

2" ]M\u 1 3-4"/\/WN3
[2"]D(z,1) an//7n3

<

L’étude de la dérivée d’ordre 1 par rapport a u de C(z,u) permet donc d’estimer 1’espérance
du parametre P compté par la variable u, c’est-a-dire le moment d’ordre 1 de P. En étudiant les
dérivées d’ordre supérieur de C(z,u) par rapport a u, on obtient de la méme fagon des résultats
sur les moments d’ordre supérieur de P. En particulier la dérivée d’ordre 2 donne par les mémes
techniques une estimation asymptotique de la variance du parametre P, qui permet donc de cerner
plus précisément le comportement de ce parametre.
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