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O Problema de Lucas

O Problema de Lucas (ou Ménage Probleme)

Esse problema foi formulado em 1891 por Edouard Lucas e indepen-
dente, alguns anos antes, por Peter Guthrie Tait em conexdo com
a Teoria do N6 (Knot Theory). Em 1943, Irving Kaplansky publi-
ca o artigo "Solution of the probléme des ménages” em Bulletin
of the American Mathematical Society, com uma solu¢do para o
problema. Neste artigo, Kaplansky cria os Lemas de Kaplansky para
solucionar o problema.

Problema de Lucas

De quantas maneiras n casais podem sentar em 2n cadeiras dife-
rentes em torno de um circulo de modo que pessoas do mesmo sexo
ndo se sentem juntas e que nenhum homem fique ao lado de sua
mulher?
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Um pouco de histéria!

Um pouco de histérial

Francois Edouard Anatole Lucas (1842-1891)

@ E conhecido pelos seus estudos na famosa férmula
matematica de Fibonacci, conhecida como Seqiiéncia
de Fibonacci. Seus estudos nesta drea sdo conhecidos
como Sequéncia de Lucas.

@ Foi um dos maiores estudiosos dos niimeros primos.
Foi o matematico que, manualmente, encontrou o
maior niimero primo conhecido, a saber, 2127 — 1

@ Inventou vérios briquedos. Os mais populares foram o
Quebra-cabecas de Baguenaudier, mais conhecido
como Anéis Chineses, elaborado a partir de uma
solugdo bindria para o problema de mesmo nome, e a
Torre de Handi, que ele comercializou largamente na
Europa.
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Um pouco de histéria!

Um pouco de histérial

Irving Kaplansky (1917-2006)

@ Doutorado na Universidade de Harvard (1941).

@ Participou do Grupo de Matemdtica Aplicada do
Conselho de Defesa Nacional (1944-1945).
@ Professor da Universidade de Chicago (1945-1984).

@ Apds a aposentadoria, se tornou diretor do Instituto
de Pesquisa de Ciéncias Matemdticas da Universidade
de Chicago (1984).

@ Recebeu varios prémios. Foi eleito para a Academia
Americana de Arte e Ciéncias.

@ Seu trabalho na Matemdtica foi amplo, embora em
sua maioria nas dreas de dlgebra. Fez grandes
contribuicdes na Teoria de Anéis, Teoria dos Grupos e
Teoria dos Corpos.
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O Principio Multiplicativo

Se um evento A; pode ocorrer de m; maneiras diferentes, para
i=1,2,...,n, entd3o esses n eventos podem ocorre, em sucessao,
de mq1 -ms - ... m, maneiras diferentes.
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O Principio da Inclusdo-Exclusdo

Sejam 2 um conjunto, Ay, Ao, ..., A, subconjuntos de {2 e sejam

So = 9],
Sio= Y Al
=1
Sy = Y. |AinA4l,
1<i<j<n
S Y JAINA N A,
1<i<j<k<n

Ent3o:
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O Principio da Inclusdo-Exclusdo

@ O numero de elementos de ) que pertencem a exatamente p

dos conjuntos A1, As,..., A, é
n—p
k vk
ap = Z(_l) CpikSpk -
k=0
@ O nimero de elementos de ) que pertencem a pelo menos p
dos conjuntos Ay, As,..., A, é
n—p
k ik
bp =) (=1)"Cpyp_15p+k -
k=0

7

© O numero de elementos do conjunto A UAsU...UA, é
-1
Sl—Sg—i—...-i-(—l)n Sn .
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Os Lemas de Kaplansky

Primeiro Lema de Kaplansky

O ndmero de p-subconjuntos de {1,2,...,n} nos quais ndo ha
nimeros consecutivos €

f(nap) = C£7p+1 .

Segundo Lema de Kaplansky

O nimero de p-subconjuntos de {1,2,...,n} nos quais ndo ha
numeros consecutivos €, considerando 1 e n como consecutivos,

n
n—p

P
cr_,.

g(n,p) =

Ver as demonstra¢des em [Morgado, 2006].
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Solugdo do problema

Solucao do problema

@ Numere os lugares de 1 a 2n.

@ Os homens ocupam lugares impares e as mulheres os pares ou
vice-versa. Isto ocorre porque pessoas do mesmo sexo ndo
podem sentar juntas.

@ Modos dos homens sentar = 2 modos.

@ Escolhido seus lugares, os modos dos homens se sentarem
= n! modos.

@ Agora é colocar as n mulheres, digamos My, Ms, ..., M, nos
n lugares restantes.
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Solugdo do problema

Solucao do problema

@ Pelo Principio Multiplicativo, a solucdo do problema de Lucas

é
2-n!- Uy,

onde U, é a quantidade de modos das n mulheres sentarem
nos lugares restantes com a restricao de que nenhuma mulher
sentar ao lado do seu marido.

@ Determinemos U,.
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Solugdo do problema

Solucao do problema

Definamos para 1 <i < mn,

) = conjunto das permutacdes da mulheres.

A; = conjunto das permutacdes das mulheres em que M;
ocupa o i-ésimo lugar.

(]

Al = conjunto das permutag¢des das mulheres em que M;
ocupa o (i — 1)-ésimo lugar.

Liste os 2n conjuntos na seguinte ordem:

Al AL AL Ag, AL A,
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Solucao do problema
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Solugdo do problema

Solucao do problema

Desse modo, U,, é o nimero de elementos de €2 que n3o
pertencem a nenhum dos 2n conjuntos.

Pelo Principio da Inclusdo-Exclusdo, temos

2n 2n
Un = apg = Z(_l)kcg+k50+k = Z(—l)ksk .
k=0 k=0

Analisemos as intersecGes entre os A;'s e (A})’s.
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Solugdo do problema

Solucao de problema

o Intersegdo de k dos conjuntos A}, Ay, AL, Ag, ..., Al A, que
contenha dois conjuntos consecutivos. Neste caso, a
intersecdo é vazia pois nenhuma mulher M; pode ocupar
simultaneamente os lugares j e 7 — 1.

o Intersecdo de k dos conjuntos A), A1, A}, Ay, ..., Al A, que
ndo contenha dois conjuntos consecutivos. Neste caso, sido
todas as permutacdes de n mulheres onde k& mulheres estio
em lugares pré-fixados. Desse modo, possui (n — k)!
permutacoes.
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Solugdo do problema

Solucao do problema

Assim, pelo Segundo Lema de Kaplansky, existem

2n k
2 = —
g( n, k) o — kCank

intersecoes do segundo tipo.
Logo,

Se=) |4y N A, N...N Al =g(2n,k) - (n— k).
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Solucao do problema

Donde,
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Solugdo do problema

Solucao do problema

Portanto a solu¢cdo do Problema de Lucas é,
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